e Matematica ¢

Sistemas
Lineares

Para inicio de conversa...

Diversos problemas interessantes em matemadtica sao resolvidos utilizan-
do sistemas lineares. A seguir, encontraremos exemplos de alguns desses proble-
mas:

1. O problema da populacao: a populacdo de uma cidade A é quatro vezes maior

que a populacédo da cidade B. Somando a populacao das duas cidades, temos
o total de 250.000 habitantes. Qual a popula¢do da cidade B?

Observacao: A populacdo de uma cidade é a quantidade de habi-
tantes daquela cidade.

2. O problema do pagamento com notas especificas: Roberto utilizou apenas
notas de R$ 10,00 e de RS 50,00 para fazer um pagamento de R$ 350,00. Quan-

tas notas de cada tipo ele utilizou, sabendo que no total foram 15 notas?
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3. O problema do teste: um professor de matematica aplicou um teste com 20 questdes, e cada questdo que
oaluno acertasse receberia 5 pontos e cada questao que ele errasse perderia 3 pontos. Sabendo que Emilia

conseguiu 60 pontos nesse teste, quantas questoes ela errou?

4, O problema da pontuacao de cada medalha:

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez
modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram
atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°,
2° e 3° lugares. A quantidade de medalhas de cada escola, ao final da
competi¢do, bem como a pontuagdo geral das mesmas, sdo apresentadas na
tabela a seguir:

Medalhas
Escolas Pontuagio
Quro | Prata | Bronze final
A 4 2 2 46
B 5 3 1 57
o 4 3 3 53

2>
Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?”

Todos esses problemas apresentados podem ser traduzidos para uma linguagem algébrica, escritos

na forma do que chamamos de sistemas lineares, e entdo resolvidos por alguns métodos que aprenderemos

mais adiante. Voltaremos e resolver os problemas anteriores no decorrer desta aula. Fiquem tranquilos e

diminuam a ansiedade!
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Objetivos de aprendizagem

= - ldentificar uma equacao linear.

= - Aprender a encontrar a solu¢do de uma equacao linear.
= - |dentificar um sistema linear.

= - |dentificar sistemas possiveis e impossiveis.

= -ldentificar um sistema na forma escalonada.

= - Resolver um sistema por escalonamento.



Problemas envolvendo equacao linear

Diversos problemas da vida cotidiana podem ser traduzidos para a linguagem algébrica na forma do que cha-

mamos de equacao linear. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo: Miguel foi sacar R$ 70,00 em um caixa eletronico que tinha apenas notas de R$ 10,00 e de R$ 20,00.

Quantas notas de cada ele pode ter recebido do caixa eletrénico?
Vamos resolver este problema?

Primeiramente observamos que, como o problema trabalha com a quantidade de notas concluimos que esta-
mos lidando com numeros naturais (1, 2, 3,...), afinal, ndo faz sentido falar em “um terco de nota” ou “raiz quadrada de

trés notas”, certo?

Bem, para facilitar nossa vida, utilizamos letras para representar os nimeros que procuramos, traduzindo o
problema inicial para uma linguagem algébrica... Calma, nao é algo dificil! Veja sé! O que estamos interessados em
descobrir? Isso mesmo! A quantidade de notas de 10 reais e de 20 reais que Miguel pode ter recebido. Essas serao as

nossas variaveis (letras)...

Podemos utilizar duas letras quaisquer para representar essas quantidades. Vamos escolher, entdo, x para re-
presentar o nimero de notas de RS 10,00 e y para o nimero de notas de R$ 20,00. Traduzindo o nosso problema,
encontraremos a nossa equacao linear 10 . x + 20 . y = 70, ou podemos apenas escrever 10x + 20y = 70, afinal, ja

aprendemos que quando vemos um numero e uma letra juntas a operacdo que estamos utilizando é a multiplicacao.

E por que escrevemos 10x e 20y? Como x representa a quantidade de notas de 10 reais que o caixa eletrénico
liberou, 10x representa a quantia em reais com notas de 10 reais, ou seja, se o caixa eletronico liberar trés notas de 10
reais e duas notas de 20 reais, por exemplo, isso quer dizer que Miguel recebeu 10.3 = 30 reais em notas de dez reais e
20.2 =40 reais em notas de 20 reais, totalizando 30 + 40 = 70 reais, que fora o valor solicitado por Miguel. Mas observe

que esta nao é a Unica possibilidade! Vamos construir uma tabela com todas as possibilidades? Sim!!!

Uma das maneiras de encontrarmos todas as solucdes de uma equacdo desse tipo é atribuirmos valores a
uma de nossas incognitas para encontrarmos o valor da outra, encontrando assim o que chamamos de solucao da
equacao. Observe que ja conhecemos uma solucao, x = 3 e y = 2, que representaremos pelo par ordenado (3,2), pois
quando substituimos esses valores na equacdo 10x + 20y = 70 encontramos uma sentenca verdadeira. Encontremos

as outras possiveis solucoes:
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Parax =0, temos: 10x + 20y =70 — 10.0+20y=70—> 0+ 20y=70—> y = 0= 3,5--- 0 que é impossivel, pois

nao podemos ter esta quantidade de notas (trés notas e meia???).

Parax =1, temos que 10.1 + 20y = 70. Resolvendo essa equacao, temos: 10 + 20y = 70 — 20y = 70-10 — 20y =
60
60 —>y= 5 = 3. Portanto, (1,3) é solucdo da equacao linear.

Para x = 2, temos: 10.2 + 20y =70 — 20 + 20y =70 — 20y = 70-20 —» 20y =50 > y = % = 2,5 --- impossivel
novamente!

40
Para x =3, temos: 10.3 + 20y =70 — 30+ 20y =70 — 20y =70-30 —» 20y =40 > y = 2 - 2. Portanto, (3,2) é

solucdo da equacao linear conforme ja haviamos visto!

30
Para x = 4, temos: 10.4 + 20y =70 — 40 + 20y = 70 — 20y = 70-40 — 20y =30 — y =% =1,5 - impossivel

novamente.

20
Para x =5, temos: 10.5+ 20y =70 — 50 + 20y = 70 — 20y = 70-50 — 20y =20 — y = % = 1. Portanto, (5,1) é

solucdo da equacao linear.

Para x = 6, temos: 10.6 + 20y =70 — 60 + 20y =70 — 20y = 70-60 — 20y =10 - y = % = 0,5 -—-impossivel

novamente.

0
Parax =7,temos: 10.7 + 20y =70 —» 70 + 20y =70 — 20y =70-70 - 20y =0 > y = 20" 0. Portanto, (7,0) é

solucao da equacao linear.
O que aconteceria se pensassemos em x = 8? Faca as contas e conclua porque nés paramosnox =7 ...

Podemos, entao, construir a tabela das possibilidades que atendem as condi¢des do problema:

X y
(n° de notas de RS 10,00) (n° de notas de R$ 20,00)

1 3
3 2
5 1
7 0

Assim, os pares ordenados (1,3), (3,2), (5,1) e (7,0) séo as solugdes do problema.

Esta equacao que encontramos, 10x + 20y = 70, que representa nosso problema, é chamada de equacéo linear,
pois todas as varidveis (x e y neste caso) tém o expoente igual a 1. Por exemplo, a equacdo x*> + 4y + z=0 ndo é uma

equacao linear, pois o expoente da variavel x nao é igual a 1.
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Além disso, nao chamamos de lineares as equa¢des com termo misto (que contém produto de duas ou mais

varidveis). Por exemplo, as equagdes xy + 3=0e a+ b + cd =23 ndo sdo equagdes lineares, pois possuem termo misto.

Verificando a solucido de uma equacao linear e encontrando

algumas solucoes

Dada a equacdo linear 2x + 3y = 11, faca o que se pede.

a.
b.

€

Verifique se (2,3) é solucdo da equagao.
Encontre a solucdo da equacédo que temos x = -1.
Encontre a solucdo da equacao que temos y = 5.

Encontre outra solucdo qualquer diferente das encontradas no item b e c.

Aﬂo‘l’@ SuAs
vespostas em
seu caderno

Aprendendo um pouco
de Sistemas lineares 2 x 2

O objetivo desta secdo é aprender a reconhecer um sistema linear e resolvé-lo, sempre traduzindo um proble-

ma para a linguagem algébrica.

Sistemas lineares 2x2 - aprendendo a resolver...

Voltemos ao problema 1, do inicio de nossa aula — O problema da populacédo: a populacdo de uma cidade A é

quatro vezes maior que a popula¢do da cidade B. Somando a populagdo das duas cidades, temos o total de 250.000

habitantes. Qual a populacdo da cidade B?
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Vamos resolver este problema!? Bem, observemos que temos duas equacgodes lineares neste problema e o con-

junto dessas duas equagdes serd o que chamamos de sistema linear 2x2.

Inicialmente o problema diz que: “A populacdo de uma cidade A é quatro vezes maior que a populagao da
cidade B”; chamando de x a populacdo da cidade A e de y a populacédo da cidade B, podemos escrever da afirmacgao

entre aspas: x =4y.

Temos outra afirmacdo no problema de onde podemos escrever outra equacao linear: “Somando a populacao

das duas cidades, temos o total de 250.000 habitantes”. Desta afirmacdo podemos escrever que x + y = 250.000.

Podemos entdo escrever uma equac¢do em baixo da outra utilizando o simbolo chaves da seguinte maneira:
x=4y
X +y =250000

Esta forma de representar é o que chamamos de sistema de equacgdes (no caso, equacgdes lineares). O que seria
resolver esse sistema linear? Seria encontrar valor de x e de y que satisfaca tanto a equacdo x = 4y quanto a equacao
X +Yy = 250.000. Observe que podemos encontrar solucdo para uma equacgao que nao satisfaca a outra. Por exemplo,
(4,1) é solucao da equacao x = 4y, visto que 4 = 4.1, mas (4,1) ndo satisfaz a equacdo x + y = 250.000, pois 4 + 1 é dife-

rente de 250.000. Portanto, (4,1) ndo é solucao do sistema.

Bem, como encontrar, entao, a solugdo deste sistema? Existem alguns métodos para resolver um sistema linear
2x2.Vamos utilizar o método da substituicdo para resolver este nosso problema. Outros métodos serdo apresentados

em um Box Saiba Mais posteriormente.

No que consiste 0 método da substituicdo? Consiste em isolar uma das varidveis e entdo substituir seu valor

respectivo na outra equacao.

x=4y
x+y =250000
Entdo, no lugar do x da equacdo de baixo, basta colocar 4y no lugar do x. Entendeu? Vamos |4 entdo...

No caso do nosso sistema { a variavel x da equacao de cima ja esta isolada em funcdo do y.

Temos a equagao x +y = 250.000, substituindo encontraremos:

4y +y =250.000. Agora basta resolvermos a equagao do primeiro grau e encontrar o valor de y...

250000
5y = 250.000 — y = ————

= 50.000 habitantes. Como queriamos descobrir a populacao da cidade B, o
problema foi resolvido, visto que encontramos y = 50.000, que é a populacdo da cidade B. Mas e se quiséssemos en-
contrar a populacdo da cidade A? Bastaria voltarmos a qualquer uma das equacoes e substituir y por 50.000. Voltando
a equacao x = 4y, teriamos: x = 4 . 50.000 = 200.000 habitantes. Vamos representar esta solucao pelo par ordenado

(200000, 50000). Simples, ndo é mesmo?
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Um sistema linear 2 x 2, é um conjunto de duas equacdes lineares com duas variaveis.
Importante

= Resolvendo um sistema 2x2 pelo método da adicéo:

Explicaremos agora como resolver um sistema pelo método da adicéo. Para tal, utilizaremos o mesmo sis-
tema que resolvemos pelo método da substituicao, verificando assim a mesma solucdo. O sistema que

resolveremos entao é este aqui:
x=4y
X+ y =250000

Pelo método da adicao: o método da adicao consiste em somar as equacdes de forma que uma das varia-
veis desapareca, resultando, assim, numa equag¢ao com uma Unica variavel, que sera facilmente soluciona-
vel. Lembrando que podemos multiplicar uma equacao por qualquer nimero real e ela serd uma equacao

equivalente (possuira as mesmas solucdes), resolvemos facilmente o sistema.

Organizando melhor nosso sistema, “passando o y para o primeiro membro” (somando -4y a ambos os

membros) na equagao x = 4y, teremos o seguinte sistema:

x—-4y =0
X +y =250000

Vamos agora multiplicar a primeira equacao (a equacao de cima) por (-1). Mas por que professor? Porque
assim, como temos x na segunda equacao (a equacao de baixo), quando somarmos (-x) com x, ira desapa-
recer o X e encontraremos uma equacao apenas com a incégnita y, ficando assim simples de encontrar o

valor dey... Observe:

x—4y=0 .(-1)
X +y =250000

Ficamos com:

—Xx+4y=0
x+y=250000

Somando as duas equagdes do ultimo sistema, encontramos a equacao:

-X + X + 4y + y = 250.000 — 5y = 250.000 — y = 50.000 habitantes. Substituindo o valor de y em qualquer
uma das duas equacgdes, encontraremos o valor de x. Por exemplo, substituindo na segunda equacao, tere-
mos: x + 50.000 = 250.000 — x = 250.000-50.000 = 200.000 habitantes, que é a mesma soluc¢ao que encon-

tramos anteriormente. Simples, ndo é?
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Resolvendo um sistema 2x2 pelo método da comparacao:

Explicaremos agora como resolver um sistema pelo método da comparacao. Para tal, utilizaremos o mes-
mo sistema (novamente) que resolvemos pelo método da substituicao e da adicéo, verificando assim que

possuird a mesma solucao. O sistema que resolveremos é este aqui:
xX=4y
x+y =250000

Para resolver um sistema pelo método da comparagao, devemos isolar a mesma variavel nas duas equagdes
(qualquer uma das duas) no primeiro membro e entdo igualar o sequndo membro das equacdes, desta

maneira encontrando o valor de uma das variaveis. Vejamos como fica:

Observe que na primeira equacao (x = 4y) o x ja estd isolado. Isolando o x na segunda equacéo, encontra-

mos x = 250.000-y, ficando com o seguinte sistema em que ambas as equagdes expressao o valor de x:
x=4y
x =250000-y

Dai, podemos escrever a seguinte equagao comparando essas duas: 4y = 250.000-y, que resolvendo temos:

4y +y = 250.000 — 5y = 250.000 — y = 50.000. Substituindo em qualquer uma das duas equacdes, en-
contramos o valor de x. Por exemplo, utilizando a segunda equacao, temos: x = 250.000-50.000 = 200.000

habitantes. Simples, ndo?

O problema do pagamento com notas especificas

Resolva o problema do pagamento com notas especificas, do inicio da aula, utilizan-
do um dos trés métodos de solucdo de sistema 2x2. O enunciado do problema é: Roberto
utilizou apenas notas de R$ 10,00 e de RS 50,00 para fazer um pagamento de R$ 350,00.

Quantas notas de cada tipo ele utilizou, sabendo que no total foram 15 notas?

Anote suas
vespostas em
seun cadexno



O problema do teste

Resolva o problema do teste do inicio da aula utilizando um dos trés métodos de
solucao de sistema 2x2. O enunciado do problema é: Um professor de matematica aplicou
um teste com 20 questdes, e cada questao que o aluno acertasse receberia 5 pontos e cada
questao que ele errasse perderia 3 pontos. Sabendo que Emilia conseguiu 60 pontos nesse

teste, quantas questoes ela errou?

Ancle suas

vespostas em
seu caderno

Interpretaciao geomeétrica e classificacao
de um sistema linear 2 x 2

Podemos resolver um sistema linear 2x2 graficamente. Como? Basta lembrar que uma equacdo com duas va-
ridveis pode ser “vista” como a lei de formacdo de uma funcéo polinomial do 1° grau cujo gréfico é uma reta, como ja
estudamos.

Vejamos alguns exemplos:

1. Observe o sistema:

X+y=5
2x—y=1

Aplicando o método da adicao na resolucao desse sistema, teriamos x +y + 2x -y =5 + 1. Cancelando os
termos simétricos, terilamos 3x = 6, donde concluimos que x = 2. Substituindo esse valor na primeira equa-
¢ao teriamos que y = 3. Essa solucado possui uma interpretacao gréfica.

Observem que a equacao linear x + y = 5 é equivalente a y = 5-x, que é a lei de uma funcéo polinomial do
1° grau, cujo grafico é uma reta e passa pelos pontos (0,5) e (5,0), e podemos ver seu grafico a seguir, assim
como a equacgao 2x-y = 1 é equivalente a y = 2x-1, cujo grafico também se encontra a seguir.

Construindo os gréficos das fungdes, encontramos:
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Observem que estas retas possuem um Unico ponto, (2,3), como ponto de interseccdo, que é a solucao
procurada do sistema linear. Como o sistema possui uma Unica solucdo S ={(2,3)}, ele é chamado de sistema
possivel e determinado.

Observe o sistema

X+y=5
xX+y=4

Esse sistema é equivalente ao sistema de equagdesy =-x+ 5 ey = -x + 4. Ora, se aplicamos o método da
comparagao em sua resolucao, concluimos que —x + 5 =-x + 4, ou seja, 5 = 4. Isso é impossivel! Vamos ver a
interpretacao gréfica dessa situacao?

Da mesma maneira que no exemplo 1, construindo os graficos das fungdes, encontramos:



Podemos observar que as retas sao paralelas, ou seja, ndo possuem ponto em comum. Nesse caso, dizemos
que o sistema é impossivel! A solucado é o conjunto vazio: S = .

Observe o sistema.

X+y=5
4x+4y =20

A primeira equacao é equivalente a y = -x + 5. A segunda equacdo pode ser simplificada (todos os termos
podem ser divididos por 4), de modo que teriamos x + y = 5. Da mesma forma, essa segunda equacdo é
equivalente ay = - x + 5. Ora, se usamos o método da comparacao, teriamos que —x + 5 = -x + 5. Tal fato é
verdadeiro para qualquer valor de x. Vamos a interpretacao grafica dessa situacao.

Da mesma maneira que nos exemplos anteriores, construiremos os graficos das funcodes:
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Podemos observar que as retas sao coincidentes e, portanto, o sistema serd possivel e indeterminado, visto
que ele admitird infinitas solucdes.

Assim, vemos que os sistemas podem ser classificados a partir da interpretacao grafica.

1.

As retas sao concorrentes: Quando isso ocorrer, havera um ponto apenas em comum e diremos que o siste-
ma é possivel e determinado (SPD), visto que so existird uma Unica solucao.

As retas sdo paralelas (distintas): Quando isso ocorrer, as retas ndo terdo pontos em comum e diremos que
o sistema é impossivel (Sl), visto que nao havera solugdes para ambas as equagdes ao mesmo tempo.

As retas sdo coincidentes: Quando isso ocorrer, as retas terdo infinitos pontos em comum e diremos que o
sistema é possivel e indeterminado (SPI), visto que existirao solucdes (possivel), porém infinitas (indeter-
minado).



Aprendendo um pouco sobre Sistemas
lineares m x n

Nesta secao aprenderemos a resolver alguns sistemas lineares com mais equacdes e mais incégnitas que no

sistema linear 2x2 que possuia apenas duas equacdes e duas incognitas.

0 que é um sistemas linear m x n?

Bem, um sistema linear m x n nada mais é do que um sistema linear com m equagdes e n incognitas. Por exem-

plo: X+y—-z=5

a. Osistemalinear {2x—y =1 é um sistema linear com trés equacoes e trés incoégnitas.
xX—=5y+4z=0

a+b=>5
a-c=-10
b. Osistemalinear {b+c+d =10 é um sistema linear com quatro equagdes e cinco incégnitas (a, b, ¢, d, e)
4
a—-2e=—
3

X+2y—-3z+w=k
¢. Osistema linear 10X_y+7k_4W:0eum5|stemaImearcomduasequagoesecmcomcogmtas.

Solucdo de um Sistema linear

Uma solucdo de um sistema linear é uma sequéncia de numeros reais quando é solucdo de cada uma das
X+y—-z=4
equacdes do sistema. Por exemplo, no sistema linear 12X—y =3 temos que (2,1, -1) é uma solucao, pois se
X—=5y+4z=-7
fizermos x =2,y =1 e z=-1 em cada equacao do sistema encontraremos sentencas verdadeiras: 2 + 1-(-1) = 4; 2.2-1

=3;2-5.1+4.(-1)=-7.
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Sistemas escalonados

Observemos alguns exemplos de sistemas escalonados:

X+y-z=5
a. y—z:1
2z=4

X—-y+z=5
y—-3z=0

4a+b-3c+4d-e=6
C. c+2d—-5e=-1
d+e=10

Mas por que o chamamos de escalonados? E simples, basta observar que o n° de coeficientes (nimeros reais

que acompanham as variaveis) ndo nulos, antes do 1° coeficiente nao nulo, aumenta de equacao para equacao.

Resolucdo de um sistema escalonado

Para resolvermos um sistema escalonado, temos que separa-los em dois tipos:
10) Sistema com numero de equag¢des igual ao numero de variaveis:

Para resolver um sistema linear escalonado, em que o nimero de equacdes é igual ao nimero de variaveis,
basta encontrar o valor de uma das varidveis (geralmente situada na ultima equacao) e ir substituindo nas outras

equagdes de cima para encontrar o valor das outras varidveis.
X+y—-z=5
Por exemplo, no sistema y—z=1 temos:
2z=4

2z =4 — z =2, Substituindo na equacao de cima, teremos:

y-2=1—y =1+ 2= 3, que finalmente, substituindo na primeira equacdo, encontraremos: x + 3-2=5 — x =

5-1 =4. Portanto, a solucao do sistema é (4,3,2).

Quando um sistema escalonado apresenta nimero de equacdes igual ao niUmero de variaveis, ele é
ossivel e determinado, ou seja, ele terd uma Unica solucéo.
Importante P ou seja, ¢
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2°) Sistema com numero de equagdes menor que o nimero de variaveis:

Para resolver um sistema linear escalonado, onde o nimero de equac¢des é menor que o numero de variaveis,
colocaremos uma ou mais variaveis em funcao de um numero real qualquer (outra variavel). Parece dificil, mas ndo é.

Observe o exemplo a seguir atentamente:

X—y+z=5
y—-3z=0

Observe que temos duas equagdes e trés varidveis e, portanto, estamos neste tipo de sistema escalonado. Da
ultima equacao temos que, se y-3z =0, entdo y = 3z, certo? Entao, facamos z = a. Dai, y = 3a. Finalmente utilizando a

primeira equacao, teremos que, se x-y +z=5,entdox=5+y-z=50+3a-a=5+ 2a.
Portanto, teremos a solucao geral (5 + 20,3 a, a), onde a € R.

Observe que para cada valor de a real teremos uma solucao do sistema. Por exemplo, para a = 0, teremos (5 +
2.0,3.0,0) = (5,0,0); para a = 10, teriamos como solucdo (5 + 2.10,3.10,10) = (25,30,10). Logo, o sistema sera possivel e

indeterminado.

Quando um sistema escalonado apresenta nimero de equag¢des menor do que o nimero de variaveis,
ele é possivel e indeterminado, ou seja, ele tera infinitas solugdes. lMPOV"'M“‘W

Escalonando um sistema e resolvendo-o

Para escalonar um sistema, utilizamos as seguintes “propriedades”:

1. Podemos multiplicar ambos os membros de uma equacao qualquer por um numero real k, diferente de
zero.

2. Podemos substituir uma equacao do sistema pela soma dela, membro a membro, com alguma outra equa-

¢ao.

3. Podemos trocar a posicao de duas equacgdes do sistema.
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Qual a ideia para encontrarmos um sistema escalonado? A ideia é:

= Escolher para a primeira equacao aquela em que o coeficiente da 12 variavel seja nao nulo. Se possivel, fazer

a escolha de tal coeficiente igual a 1 para facilitar os caculos.
= Anulamos o coeficiente da 12 variavel das demais equacgdes, utilizando a “propriedade” Il.

= Utilizar a segunda equacdo para anular o coeficiente da 22 varidvel das demais equacodes. (Nao fazer na

primeira equacao.)
= Repetir o processo até a ultima equacao.
Exemplo: Escalonar e resolver o sistema:

X+y+2z=4
2x+y+z=0
5x+2y—-z=2

Como o coeficiente da variavel x é igual a 1, basta partirmos para alunar o coeficiente das outras equacdes. Para

tal, basta substituirmos a 22 equacdo pela soma dela com a 12 equagao multiplicada por -2:

- 2x-2y-4z=-8
2Xx+y+z=0
-y-3z=-8

Do mesmo modo, substituimos a 32 equacao pela soma dela com a 12, multiplicada por (-5):
-5x-5y-10z=-20
5x+2y-z=2
-3y-11z=-18

Ficamos, entao, com o sistema assim:

X+y+2z=4
-y—-3z=-8
-3y—-11z=-18

Para ficar mais simples de fazer os calculos, multipliquemos a segunda e a terceira equacgdes por (-1):

X+y+2z=4
y+3z=8
3y+11z=18

Agora basta substituirmos a 32 equacéo pela soma dela com a 22 multiplicada por -3:

-3y-9z=-24
3y+11z=18+

2z2=-6
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Encontramos, entao, o sistema escalonado:

X+y+2z=4
y+3z=8
2z=-6

Como o sistema possui 3 equacdes e 3 varidveis, sabemos que este sistema é possivel e determinado. Resol-
vendo...

2z=-6

z=-3

Substituindo na segunda equacédo:y + 3.(-3) =8 — y-9 =8 — y = 8 + 9 = 17, que substituindo na primeira

equacao:x+17+2.(-3)=4 > x=4-17+6=-7.

Portanto, a solucédo procurada é (-7,17,-3).

O problema da pontuacio de cada medalha

Resolva o problema do inicio da aula sobre a pontuacao de cada medalha:

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez
modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram
atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°,
2° e 3° lugares. A quantidade de medalhas de cada escola, ao final da
competigdo, bem como a pontuagido geral das mesmas, sdo apresentadas na

tabela a seguir:
Medalhas
Escolas Pontuagio
Ouro | Prata | Bronze final
A 4 2 2 46
B 5 3 1 57
C 4 3 3 53

Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?

Anote suas

vespostas em
seu caderno
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Como vocés viram, é muito interessante o estudo de sistemas lineares, principalmente para resolucao de pro-

blemas envolvendo situagdes reais, como foi o caso do problema do caixa eletrénico e do problema das medalhas.

Esperamos que vocés utilizem o conhecimento desta aula para facilitar a resolucao de seus problemas, ndo

somente utilizando a Aritmética substituindo valores, mas também utilizando a Algebra.

Resumo

Nesta aula pudemos estudar principalmente:

= Equacdes lineares - vimos que estas sao equagdes nas quais as varidveis tém expoentes iguais a 1 e nao tém

termos mistos. Por exemplo, x + 3k + 9e = 3 é uma equacao linear, mas x* + 4y = 0 ndo é uma equacao linear.

= Sistemas lineares — aprendemos a identificar um sistema linear e a reconhecer quando ele é:

Possivel — Quando ha solucao. Dividimos em dois:

= Possivel e Determinado: quando hé apenas uma Unica solucao; quando trabalhamos com sistemas 2x2,

vimos que geometricamente representamos por duas retas concorrentes.

= Possivel e Indeterminado: o sistema possui infinitas solucdes e quando trabalhamos com sistemas 2x2

vimos que geometricamente representamos por duas retas coincidentes.

= Finalmente, quando o Sistema é Impossivel é porque ndo ha solucao e no sistema 2x2 representamos por

retas paralelas.

\/%ja\ AINda

Recomendamos um video do youtube para aprenderem a resolver de outra maneira um sistema linear, por uma

regra conhecida como “regra de Cramer”. O link é http://www.youtube.com/watch?v = 3FpN8wsOsi8&feature = fvst.
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827Y - Imagem retirada do Google

« Problema retirado de uma dissertacao de mestrado, que fora adaptado do livro Matematica, volume Unico,
do autor: DANTE.

Atividade 1

a. Para verificar se (2,3) é solucdo da equacao, nés substituimos x por 2 e y por 3 na

equacao, verificando assim se a sentenca é verdadeira ou ndo. No caso, temos: stas
2.2 +3.3=4+9=13 e, portanto, (2,3) ndo é solucao, pois ndo encontramos 11
esim 13.

b. Substituindo x por -1 na equacéo, teremos: 2. (-1) + 3y =11, dai

-24+3y= 1113entéo 3y=114+2>>3y=13>>y= ? . Portanto, a solucgéo procu-

radaé (-1, —).
3

c. Substituindoy por 5 na equacao, teremos que: 2x +3.5=11>>2x+ 15 =11. Dai,
2X=11-15>>2x=-4>>x= _7 =-2. Portanto, a solucdo procurada é (-2,5).

d. Para encontrar outra solugao qualquer, basta atribuirmos algum valor para x e
encontrar o correspondente para y. Por exemplo, se fizermos x = 2, teremos: 2.2
+3y=11>>4+3y=11>>3y=11-4>>3y=7>>y= Z Portanto, uma solucao
sera (2, Z). 3

3

Atividade 2

Se chamarmos de x o numero de notas de R$ 10,00 e y o nimero de notas de RS

50,00, temos o seguinte sistema:

10x +50y =350
xX+y=15

Resolvamos pelo método da adi¢ao. Multiplicando a segunda equacgao por -10, en-
contramos: -10x-10y = -150. Somando as equagdes, teremos:

40y = 200 — y = 5. Substituindo o valor de y na primeira equacdo, encontramos o

valor de x: 10x + 50. 5 =350 — 10x + 250 = 350 — 10x = 350-250 = 100 — x = 10.

Portanto, Roberto utilizou 10 notas de RS 10,00 e 5 notas de RS 50,00.
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Atividade 3

tas Chamemos de x o n° de questdes que Emilia acertou e de y o n° de questdes que ela
errou. Dai, encontramos o seguinte sistema:
5x-3y =60
x+y=20
Resolveremos desta vez por substituicdo. Isolando a varidvel x da segunda equacao,
encontraremos: x = 20-y. Substituindo na primeira equacgao para encontrar o valor de y,

temos: 5(20-y)-3y = 60 — 100-5y-3y =60 —
-8y =60-100 — -8y =-40 — y =5.
Portanto, Emilia errou 5 questoes.
Atividade 4

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez
modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram
atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°,
2° e 3° lugares. A quantidade de medalhas de cada escola, ao final da
competi¢do, bem como a pontuagdo geral das mesmas, sdo apresentadas na
tabela a seguir:

Medalhas
Escolas Pontuacio
Ouro | Prata | Bronze final
A 4 2 2 46
B 5 3 1 57
(¢] 4 3 3 53

5
Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?”

Chamemos de x a quantidade de pontos que vale cada medalha de ouro, de y a
quantidade de pontos que vale cada medalha de prata e de z a quantidade de pontos que

vale cada medalha de bronze.

Traduzindo o problema, utilizando a tabela, temos o seguinte sistema:

4x+2y+2z=46
5x+3y+z=57
4x+3y+3z=53
Vamos escalonar esse sistema: Substituimos a 22 equagao pela soma dela com 32
equacao multiplicada por (-1):
4x+2y+2z=46

X—-2z=4
4x+3y+3z=53
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Trocamos de posicdo a primeira e a segunda equagoes:

X—-2z=4
4x+2y+2z=46 stas
4x+3y+3z=53

Substituimos a 22 equacao pela soma dela com a 12 multiplicada por (-4) e substitu-

imos a 32 equacao pela soma dela com a 12 multiplicada por (-4):

X—2z=4
2y +10z=30
3y+11z=37

Multiplicamos a segunda equacéo por l:
2

X—-2z=4
y+5z=15
3y+11z=37

Substituimos a 32 equacao pela soma dela com a 22 multiplicada por
(-3):

X—2z=4
y+5z=15
—-4z=-8

Agora com o sistema escalonado, basta encontrarmos a solucao:
4z2=-8>>7=2

Substituindo na segunda equacgédo: y + 5.2 = 15>>y = 15-10 = 5.
Substindo na primeira equagdo: x-2.2 =4>>x=4+4=8.

Portanto, a medalha de:
= ouro vale 8 pontos.
= pratavale 5 pontos.

= bronze vale 2 pontos.
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(UENF) Para preencher sua necessidade didria de 300g de carboidratos, um adulto ingere um tipo de alimenta-

¢ao mista que consiste em batatas e soja.

Admita que 100g de batata e 100g de soja contém, respectivamente, 199 e 35g de carboidratos, e que x e y

representam as quantidades didrias, em gramas, que esse adulto ird consumir, respectivamente, de batatas e soja.

Considerando a necessidade diaria de carboidratos desse adulto:

a. Calcule a quantidade de soja, em gramas, que ele devera ingerir num determinado dia em que tenha
consumido 400g de batata;

b. Estabeleca uma equacdo que relacione as variaveis x e y.

Solucao:

a. Seele consumiu 400g de batata e a cada 100g ele ingere 19g de carboidratos, foram ingeridos 4x19 =
769 de carboidratos. Para atender a necessidade didria de 300g, restam 224g de carboidratos. Assim, a
quantidade de soja a ser ingerida deve ser (224:35)x100 = 640g.

b. Aequacao é0,19x + 0,35y = 300.

(UNI-Rio) Um laboratdrio farmacéutico fabrica 3 tipos de remédios utilizando diferentes compostos. Considere
amatrizA= (aij) dada a seqguir, onde a, representa quantas unidades do composto j serdo utilizadas para fabricar uma

unidade do remédio do tipoi.

12 4
A=|2 53
01 4

Quantas unidades do composto 2 serdo necessarias para fabricar 3 remédios do tipo 1; 2 remédios do tipo 2 e

5 remédios do tipo 3?

a. 19
b. 21
c. 24
d. 27
e. 30
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Solucéo: O numero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 1 € o elemento a,, ou seja, 2.
O nimero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 2 é o elemento a_,, ou seja, 5.
O numero de unidades do composto 2 para fazer o remédio do tipo 3 € o elemento a_,, ou seja, 1.

Logo, a resposta é 3x2 + 2x5 + 5x1 =21.

(UFF) Na perfumaria XEROBOM, o xampu, o condicionador e a lo¢do de sua fabricacdo estdo sendo apresenta-

dos aos clientes em trés tipos de conjuntos:

) y

2 logbes e 3 xampus R$ 38,00
4 xampus e 2 condicionadores 3 RS 26,00
2 locdes e 1 condicionado R$ 31,00

Determine o preco de cada um desses produtos, considerando que o preco individual de cada produto é o

mesmo, independente do conjunto ao qual pertence.

Solucgao: Se x, y e z sdo respectivamente os precos individuais do xampu, do condicionador e da locao, temos

as seguintes equacodes para a situagao-problema proposta:

3x+2z=38
4x +2y =26
y+2z=31

Na terceira equagao, temos que y = 31 - 2z. Substituindo y por 31 - 2z na 22 equacao, teremos 4x + 2(31 - 2z) =
26 — 4x + 62 — 4z =26 — 4x + 36 = 4z, que é equivalente a x + 9 = z. Substituindo z por x + 9 na 12 equacgao temos 3x

+2(x+9)=38€3x+2x+18=38—>5x=20 >x=4.Comoz=x+9,z=13.Comoy=31-2z y=5.

Ak
breve
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Exercicio 30.1 Um casal pagou R$5,40 por 2 latas de refrigerante
e uma porcao de batatas fritas, enquanto um segundo pagou
R$9, 60 por 3 latas de refrigerante e 2 porcoes de batatas fritas.

Qual a diferenca entre o preco de uma porcao de batatas fritas
e o preco de uma lata de refrigerante?

(a) R$2,00 (b) R$1,80 (c) R$1,75  (d) R$1,50

Exercicio 30.2 A empresa Brinque Muito fez uma doacao de brinque-
dos para um orfanato. Essa doacao compreendeu: 535, entre
bolas e bonecas; 370, entre bonecas e carrinhos, e 455, entre
bolas e carrinhos.

Qual o nimero de carrinhos doados pela empresa?

(a) 135 (b) 145 (c) 155 (d) 170

Exercicio 30.3 Em uma sala, havia certo nimero de jovens. Quando
Paulo chegou, o ntimero de rapazes presentes na sala ficou o
triplo do nimero de garotas. Se Alice tivesse entrado na sala o
numero de garotas ficaria a metade do ntimero de rapazes.

Qual o nimero de jovens que estavam inicialmente na sala?
(a) 11 (b) 9 (c) 8 (d) 6
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Exercicio 30.4 O diretor de uma empresa convocou todos os seus
funcionarios para uma reuniao. Com a chegada do diretor a sala
de reunioes, o nimero de homens presentes na sala ficou quatro
vezes maior que o numero de mulheres também presentes na
sala. Se o diretor nao fosse a reuniao e enviasse sua secretaria, o
numero de mulheres ficaria a terca parte do niimero de homens.

Qual a quantidade de pessoas na sala aguardando o diretor?

(a) 20 (b) 19 (c) 18 (d) 15

Exercicio 30.5 Em dado instante de uma festa 31 mulheres se reti-
raram e restaram convidados na razao de 2 homens para cada
mulher. Um pouco mais tarde, 55 homens se retiraram e resta-
ram convidados na razao de 3 mulheres para cada homem.

Qual o nimero de pessoas presentes inicialmente na festa?

(a) 100 (b) 105 (c) 115 (d) 130

Exercicio 30.6 Uma loja vende: uma faca, duas colheres e trés gar-
fos por R$23,50; duas facas, cinco colheres e seis garfos por
R$ 50, 00; duas facas, trés colheres e quarto garfos por R$ 36, 00.

Qual seria o valor pago por meia dizia de cada?

(a) R$65,00 (b) R$75,00 (c) R$85,00 (d) R$95,00

Exercicio 30.7 Para pesar 3 macas, dispomos de um peso de 100 g e
de uma balanca de pratos iguais. O peso da maga maior ¢ igual
ao peso das duas outras juntas. O peso da menor mais 100 g
iguala ao peso das outras. A maior mais a menor pesam 100 g.

Qual o peso das trés?

(a) 125 ¢g (b) 150 g (c) 175 g (d) 200 g
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Exercicio 30.8 Um teste é composto por 50 questoes. Na correcao,
uma questao vale 3 pontos e uma errada —2 pontos. Ao termi-
nar essa prova alguem atingiu 75 pontos.

Quantas questoes essa pessoa acertou?
(a) 25 (b) 30 (c) 35 (d) 40

Exercicio 30.9 A soma das idades da Ana, do José e da Sara é 60
anos. A Ana é mais velha que o José pelo mesmo numero de
anos que o José é mais velho que a Sara. Quando o José tiver
a idade que a Ana tem hoje, a Ana tera trés vezes a idade que
a Sara tem hoje.

Qual a idade de Sara?

(a) 10 (b) 12 (c) 14 (d) 15

Exercicio 30.10 Um pacote tem 48 balas: algumas de hortela e as
demais de laranja. A terca parte do dobro do ntimero de balas
de hortela excede a metade do niimero de balas de laranjas em
4 unidades.

Qual o ntmero de balas de hortela?

(a) 20 (b) 22 (c) 24 (d) 28

Exercicio 30.11 Uma florista vende arranjos de flores com rosas, mar-
garidas e cravos nos tamanhos pequeno, médio e grande. Cada
arranjo pequeno contém uma rosa, trés margaridas e trés cra-
vos. Cada arranjo médio contém duas rosas, quatro margaridas
e seis cravos. Cada arranjo grande contém quatro rosas, oito
margaridas e seis cravos. Um dia, a florista notou que havia
usado um total de 24 rosas, 50 margaridas e 48 cravos ao pre-
parar as encomendas desses trés tipos de arranjos.

Quantos arranjos grandes fez a florista?
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Exercicio 30.12 Carlos e sua irma Andreia foram com seu cachorro
Bidu a farmacia e la encontraram uma velha balanca com de-
feito, que s6 indicava corretamente pesos superiores a 60 kg.
Assim, pesaram-se dois a dois e obtiveram as seguintes marcas:

Carlos e o cao pesam juntos 87 kg;
Carlos e Andreia pesam 123 kg;
Andreia e Bidu pesam 66 kg.

Qual o peso de cada uma deles?

Exercicio 30.13 Um clube promoveu um show de musica popular
brasileira ao qual compareceram 200 pessoas, entre sdcios e nao
socios. No total, o valor arrecadado foi de R$1.400, 00 e todas
as pessoas pagaram ingresso. O preco do ingresso foi R$ 10, 00
e cada sécio pagou meia entrada.

Qual o numero de socios e nao socios que compareceram ao
show?

Exercicio 30.14 Uma prova de multipla escolha com 60 questoes foi
corrigida da seguinte forma: o aluno ganhava 5 pontos por ques-
tao que acertava e perdia 1 ponto por questao que errava ou
deixava em branco. Um aluno totalizou 210 pontos.

Qual o ntmero de questoes que ele acertou?
Exercicio 30.15 Quando um sistema linear tem mais variaveis que
equacoes a solucao nao é Unica, entao dizemos que tal sistema

tem grau/graus de liberdade. Pesquise e exiba dois exemplos
de situagoes praticas que correspondem a um sistema assim.
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Exercicio 30.1 b Exercicio 30.6 b

Exercicio 30.2 b Exercicio 30.7 b
Exercicio 30.3 a Exercicio 30.8 c
Exercicio 30.4 b Exercicio 30.9 d
Exercicio 30.5 d Exercicio 30.10 c

Exercicio 30.11 4 arranjos.

Exercicio 30.12 Andreia pesa 51 kg, Bidu 15 kg e Carlos 72 kg.
Exercicio 30.13 120 sécios e 80 nao sécios.

Exercicio 30.14 45 questoes

Exercicio 30.15 Caro aluno! O incentivamos a pesquisar e discutir
sua proposta de solucao com um professor de sua unidade CEJA.
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