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Volume 2 ¢ Médulo 4 ¢
Expansao:
Analise
Combinatoria
Parte 1i

Erika Silos de Castro (coordenacdo), André Luiz Martins Pereira, Luciana Felix da Cos-

ta Santos e Renata Cardoso Pires de Abreu.

Indvoduco

A unidade Andlise Combinatéria 2, da expansdao do material do aluno,
traz vdrias situacdes concretas em que sao utilizados métodos de contagem e a
Analise Combinatéria. Nesta unidade, o aluno terd a oportunidade de ampliar as
discussoes realizadas em unidades anteriores, compreendendo principios e con-
ceitosenvolvidos neste tdpico da Matematica, como o principio fundamental da

contagem e os conceitos de arranjo, combinacdoe permutagdes com repeticao.

Pesquisamos alguns recursos e atividades para auxiliar vocé, professor, a
explorar este tema em suas aulas. Esperamos que estas sugestées venham com-
plementar as estratégias que vocé ja emprega normalmente, potencializando,

assim, a utilizacdo do material didatico do aluno.

Sugerimos que a primeira aula dessa unidade se inicie com uma atividade
disparadora, que deve ser realizada em grupo, promovendo uma dinamica entre
os alunos. Nesse momento, é esperado que eles desenvolvam e relembrem algu-

mas nogdes e elementos relacionados a Analise Combinatéria.

Para dar sequéncia ao estudo dessa unidade, disponibilizamos alguns re-
cursos complementares, vinculados ao contedido do material didatico do aluno.
Sugerimos que sejam utilizados nas aulas subsequentes a aula inicial, de acordo
com a realidade da sua turma. Ressaltamos a importancia de fazer alteracoes e

adaptacdes sempre que julgar necessario.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica



Por fim, aconselhamos que a ultima aula desta unidade seja dividida em
dois momentos. O primeiro momento consiste numa revisao geral dos conteu-
dos, consolidando o aprendizado do aluno a partir da retomada de questdes que
surgiram durante o estudo. J& o sequndo momento consiste numa avaliacdo do
estudante, priorizando questionamentos reflexivos que complementem as ativi-

dades e exercicios resolvidos durante as aulas.

A descricao e o detalhamento das sugestdes estdo nas tabelas e textos a

seguir.



Apresentacao da unidade do material do aluno

Caro professor, apresentamos, abaixo, as principais caracteristicas desta unidade:

Estimativa de aulas para

Disciplina .
essa unidade

-~ Andlise Combina-
Matematica 2 4 . 4 aulas de 2 tempos
téria Parte ll

Titulo da unidade

Andlise Combinatoria - Parte Il Andlise Combinatodria

Objetivos da unidade

Identificar e resolver problemas que envolvam arranjo, combinagao e permutacdo com repeticao.
Paginas no material do
aluno

Para inicio de conversa... 145 a 146

Secdo 1 - Combinacéo e Arranjo 147 a 159

Secdo 2 — Permutagao com repeticao 160 a 163

Secao 3 — Triangulo de Pascal (leitura opcional) 163 a 167
Resumo 167

Veja ainda... 167

O que perguntam por ai? 171a172

Em seguida, serao oferecidas as atividades para potencializar o trabalho em sala de aula. Verifique a correspon-

déncia direta entre cada secdo do Material do Aluno e o Material do Professor.
Sera um conjunto de possibilidades para vocé, caro professor.

Vamos 3!

Matematica e suas Tecnologias - Matematica



Recursos e ideias para o Professor
Tipos de Atividades

Para dar suporte as aulas, seguem os recursos, ferramentas e ideias no Material do Professor, correspondentes
a Unidade acima:

Atividades em grupo ou individuais

Séao atividades que sdo feitas com recursos simples disponiveis.

Ferramentas

Atividades que precisam de ferramentas disponiveis para os alunos.

Applets

Sdo programas que precisam ser instalados em computadores ou smart-phones disponiveis

para os alunos.

Avaliacao

Questbes ou propostas de avaliacdo conforme orientacdo.

Exercicios

Proposicdes de exercicios complementares

9 ¢0 ¢




Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descri¢ao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Computador
com

Datashow, vi-

A atividade explora te-

mas ligados a matematica

bons habitos alimentares, os
alunos serdo convidados a
resolver as questoes propos-

tas na folha de atividades.

De malas deo, software combinatéria, tais como o Grupos de .
. 45 minutos
prontas Geogebra principio fundamental da | quatro alunos.
instalado, folha | contagem e o conceito de
de atividades, fatorial.
calculadora.
A atividade propoe, a partir
da discussdo da imagem
de uma piramide alimentar
Computador e de um pequeno texto,
com uma aplicacao de conheci-
Matematica Datashow, mentos matematicos para
; . . ) Grupos de 3 .
na dieta folha de combinar diferentes tipos 40 minutos
o . . ) ou 4 alunos
atividades e | de alimentos. Apos a leitura
calculadora. e discussao a respeito de
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Atividades

Secao 1 - Combinacao e Arranjo

Titulo da
Atividade

Tipos de

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

147 a 159

Tempo
Estimado

10

A atividade propoe a
resolucao de problemas
que envolvem conceitos de
combinagao e apresenta
uma forma de raciocinar

que dispensa a utilizacao da

ténis, obedecendo a certas

regras.

Combinagéo » , o
Cépias da férmula. A ideia éincentivar
ou permu- .
y folha de os alunos a compreender Duplas 45 minutos
tacao, o que . L A
i atividades. o raciocinio que justifica
utilizar? ’ L
a férmula de combinacao
simples. Esperamos também
que eles observem que um
mesmo problema pode ser
resolvido a partir de estraté-
gias distintas.
Nesta atividade, sera
. enunciado um problema de
De quantas Copias da o .
. . combinatoéria para determi-
maneiras folha de lapis, ’ . Grupos de .
nar o niumero de maneiras 40 minutos
posso amarrar | modelo suge- quatro alunos.
. de passar o cadar¢co em um
meu cadar¢o? rido




Tipos de

Atividades

Secao 2 - Permutagao com repeticao

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

160a 163

Tempo
Estimado

Tipos de
Atividades

Geometria do

Computa-
dor com

Datashow,

A atividade propde uma dis-
cussao acerca dos conceitos
de combinacao e permuta-

¢ao, a partir da apresenta-

Taxistae | copiasdafolha | *~ ; oo e d Individual. 45 minutos
Combinatéria | de atividades, ¢ao de um video e de um
mapa problema sobre a menor
distancia entre dois pontos
no plano.
A atividade propoe a
» . resolucao de um problema
A Matematica Copias da . .
) relacionado a conceitos : :
no método folha de L » Trios 45 minutos
. . combinatorios, utilizando
Braille atividade

como contexto a escrita em

relevo do sistema Braille.

Secao - O que perguntam por ai?

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Turma

Pdginas no material do aluno

171a172

Tempo
Estimado

Questoes de

vestibular

Computador
com Datashow,
imagem para
projecao
(disponivel
neste material
e no DVD do

professor)

Duplas

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Tipos de
Atividades

Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Avaliacao

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Exercicios

adicionais

Cépias da
folha de
atividades

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para
a unidade, dividido em duas
etapas. A primeira consiste
no registro de aprendiza-
gens e a segunda na resolu-
¢ao de questdes objetivas e
dissertativas. A escolha das
questdes a serem aplicadas
fica a critério do professor,
levando em considera-
cao as especificidades

de cada turma.

Individual

40 minutos

Titulo da
Atividade

Exercicios complementares

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Exercicios

adiciona is

Cépias da
folha de

atividades

Essa atividade propde al-
guns exercicios que podem
auxiliar na fixacdo das princi-
pais no¢oes ligadas a Analise

Combinatoria

Duplas ou Trios




Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
L. L. L. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Computador
com A atividade explora te-
Datashow, vi- mas ligados a matematica
De malas deo, software combinatéria, tais como o Grupos de .
. 45 minutos
prontas Geogebra principio fundamental da | quatro alunos.

instalado, folha | contagem e o conceito de
de atividades, fatorial.

calculadora.

Aspectos operacionais

A primeira etapa da atividade consiste na exibicao do video De malas prontas, que estd disponivel em seu DVD

e também no site http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1083.

Professor, antes de dar inicio a atividade, verifique se o software Geogebra esta corretamente instalado no
computador. Também é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o
numero de alunos da sua turma.

No dia da aplicacdo da atividade, inicie a aula com a apresentacdo do video, e somente ap6s a execucdo do
video, solicite que a turma se divida em grupos de quatro alunos. Em seguida distribua uma folha de atividades para
cada aluno, mas sugira que os integrantes do grupo tentem resolver as questdes propostas juntos, de maneira que
possam trocar ideias durante a execucao da atividade.

Depois que os alunos tiverem respondido as primeiras quatro questoes da folha de atividades, utilize o compu-
tador e oDatashow para projetar o grafico contido no arquivo “Recurso — GRAFICO FATORIAL - DE MALAS PRONTAS.
ggb’, disponivel em seu DVD. A partir desse grafico os alunos poderao, com a sua ajuda, responder a ultima questao

proposta na folha de atividades.

Assim que todos os grupos tiverem terminado a tarefa, promova uma discussao sobre as conclusdes que eles

alcangcaram com essa exploragao.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Aspectos pedagodgicos

No video utilizado, sdo desenvolvidos os conceitos de Principio Fundamental da Contagem (PFC) e de fatorial. Para
ilustrar cada uma dessas nogées, sdo desenvolvidos problemas relativos a arrumagéo da mala de viagem da personagem
Raquel. O problema proposto no video com o objetivo de que ilustrar o uso do PFC é o seguinte: de quantas maneiras

uma pessoa pode se vestir, dado que possui dois pares de sapatos, trés pares de meia, quatro calcas e oito blusas?

E importante destacar para os alunos que o PFC pode ser utilizado para resolver muitos outros problemas de
contagem, mas que nao pode ser aplicado diretamente a todas as situagdes: o principio parte da premissa de que
as escolhas sao feitas de forma independente, ou seja, a escolha de um tipo de elemento ndo influencia a escolha
de nenhum outro. Por exemplo, consideremos a seguinte situacdo: gostariamos de saber quantas sdo as senhas al-
fanuméricas de cinco digitos de modo que se o primeiro digito é preenchido por uma vogal o ultimo também seja
preenchido por uma vogal; se o primeiro digito é preenchido por uma consoante o ultimo também seja preenchido
por uma consoante; e se o primeiro digito é preenchido por um numeral o Ultimo também seja preenchido por um
numeral. Nessa situacao nao é possivel aplicar diretamente o PFC. Para aplicar o principio, primeiro teremos que sepa-
rar a situacdo em trés casos: senhas iniciadas por vogal (5 x 31 x 31 x 31 x 4), senhas iniciadas por consoante (21 x 31 x

31 x 31 x 20) e senhas iniciadas por numeral (10 x 31 x 31 x 31 x 9), e depois somar os resultados.

Outro aspecto diz respeito a ordem dos elementos do agrupamento que se quer formar. O PFC apenas podera
ser aplicado diretamente nos casos em que a ordem do agrupamento é importante. Por exemplo, ao nos perguntar-
mos sobre o nimero de comissdes de trés pessoas que podem ser formadas a partir de um grupo de oito pessoas
(digamos, A, B, C, D, E, F, G e H), a simples aplicacdo direta do PFC nédo responde corretamente a questao. Aplicando
o PFC teriamos 8 formas de escolher a primeira pessoa, 7 formas de escolher a segunda e 6 formas de escolher a ter-
ceira (totalizando 8 x 7 x 6 possibilidades). Mas, como nesse caso a ordem em que essas pessoas serao agrupadas nao
importa, dentre as comissdes contabilizadas estariamos contando (equivocadamente!) como distintas a comissao
formada pelas pessoas A, B e C, e a comissdao formada pelas pessoas C, A e B. Ou a comissdao formada pelas pessoas F,
G e H, e acomissao formada pelas pessoas G, F e H. Dessa forma, devemos descontar todas as comissdes equivalentes
contadas equivocadamente como sendo distintas. Assim, por exemplo, podemos verificar (também pelo uso do PFC)
que existem 3 x 2 x 1 = 3! =6 grupos equivalentes formados pelas pessoas A, B e C. E que existem 3x2x 1=3!=6 gru-
pos equivalentes formados pelas pessoas F, G e H. E 0 mesmo vale para qualquer outro grupo formado. Sendo assim,

as comissdes estdo sendo contadas 3! = 6 vezes dentro do total obtido via aplicacdo do PFC. Logo, o nimero real de
8x7x6 8!
—— " ou

3x2x1  3Ix5!
Terminada a exposicdo do PFC, o video introduz o conceito de fatorial como uma forma de representar o nu-

comissoes formadas sera, na verdade, dado por

mero de maneiras de arrumar 20 malas em uma esteira. O fatorial é apresentado no video como uma forma de repre-
sentacao abreviada do produto de um nimero natural por todos os seus anteriores naturais a partir do 1. Vocé pode
aproveitar esse momento para chamar a atencao dos alunos para esse conceito,pois, assim como o PFC, o fatorial

pode ser aplicado em vérios problemas de contagem, brevemente citados pelo video.

Na parte final do video, ressalte o comentdrio da personagem Raquel sobre o nimero de ma-
neiras de dispor uma determinada quantidade de malas. O fato de esse numero ja ser muito grande
para uma quantidade relativamente pequena de malas ilustra o crescimento rapido do fatorial, tema
importante para aplicagbes em computagao.



Depois da execucdo, vocé pode abordar um pouco mais dos conceitos aplicados no video,
através dos problemas propostos da folha de atividades.

Ao projetar o grafico “Recurso — GRAFICO FATORIAL — DE MALAS PRONTAS.ggb”, disponivel
em seu DVD, chame a atenc¢do dos seus alunos para o fato da funcao fatorial ter como dominio o
conjunto dos nimeros naturais. Isso fica claro a partir da observacao do grafico que, nesse caso, é
formado por pontos e ndo por curvas continuas (quando o dominio é um conjunto discreto, como
é o caso dos naturais, o grafico da funcdo é representado por pontos). Seu grafico, portanto, cor-
responde apenas aos pontos marcados em vermelho. A curva pontilhada que estd passando sobre
esses pontos servira como guia e ajudara na comparagdo do comportamento dela com o de outras

funcdes reais.

Durante a resolucdo da quinta questao proposta na folha de atividades, a partir da projecao
do grafico, encoraje os alunos a sugerir leis algébricas para algumas fun¢bes que ja foram trabalha-
das anteriormente: fungao afim, fungdo exponencial, por exemplo. Na mesma tela do grafico da
fungao fatorial, insira a lei algébrica e construa o grafico das fun¢des sugeridas pelos alunos. Para
isso, insira na caixa de entrada do Geogebra as expressdes das fun¢des que forem sugeridas pelos

seus alunos, ajudando-os a resolver a quinta questdo proposta na folha de atividades.

Eimportante trabalhar com funcdes que sejam estritamente crescentes, ja que esse é o com-

portamento da funcao fatorial.

Nesse momento, vocé poderd aproveitar para discutir e relembrar algumas caracteristicas
das funcgdes ja trabalhadas pelos alunos, como a relagdo entre os coeficientes e seu comportamento

de crescimento, por exemplo.

Assim que todos os grupos tiverem terminado a tarefa, promova uma discussdo sobre as

conclusdes que eles alcangaram com essa exploracao.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Folha de Atividades - De malas prontas

Nome da escola:

Nome do aluno:

Questio 1

Como é chamada a estratégia de calculo utilizada pela Raquel e pelo funcionario do aeroporto para determinar
o numero de maneiras possiveis e distintas de uma pessoa se vestir sabendo o nimero de pares de sapatos, pares de

meias, calcas e blusas que ela possui?

Questio 2

Utilizando a mesma estratégia de contagem usada pela Raquel e pelo funcionario do aeroporto, determine de
quantas maneiras possiveis uma pessoa pode se vestir para uma ida d praia, dado que possui quatro pares de chine-

los, cinco biquinis, duas bolsas de praia, dois éculos de sol e trés chapéus?

Questio 3

No video, o funcionario do aeroporto apresenta uma forma de determinar o nimero de maneiras que pode-

mos arrumar, ordenadamente, certo nimero de malas na esteira do aeroporto. (Dica: faca uso da calculadora)

a. De quantas maneiras isso poderia ser feito no caso de dispormos de 5 malas?

b. De quantas maneiras isso poderia ser feito no caso de dispormos de 10 malas?

c. Enocaso de dispormos de 20 malas?

Questio 4

Ha uma maneira de escrever cada um dos produtos acima de forma mais simples? Qual seria ela?

Questio 5 - Para pensar junto com a turma

A personagem de Raquel, no fim do video, afirma que o resultado do fatorial de um nimero n cresce muito

rapido quando o valor de n cresce. Mas qual a grandeza desta “rapidez”?



Para responder a esse questionamento, observe o grafico apresentado pelo seu professor. Esse gréfico repre-

senta o comportamento do fatorial de n quando n vai de 0 até o infinito positivo.

Pense na expressdo de algumas funcdes reais e peca para o seu professor construa o grafico de cada uma delas

nessa mesma janela.
a. O que vocé pdde concluir?
b. Dé exemplos de fung¢des cujo crescimento é mais lento do que o crescimento da funcdo fatorial.

c. Dé exemplos de fungdes cujo crescimento é mais rapido do que o crescimento da funcao fatorial.

Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
. L. s Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade propoe, a partir
da discussao da imagem

de uma piramide alimentar

Computador e de um pequeno texto,
com uma aplicagao de conheci-
Matemética Datashow, mentos matematicos para
i . . ) Grupos de 3 .
na dieta folha de combinar diferentes tipos 40 minutos
. . ) ) ou 4 alunos
atividades e | de alimentos. Apos a leitura

calculadora. e discussdo a respeito de

bons habitos alimentares, os
alunos serao convidados a

resolver as questoes propos-
tas na folha de atividades.

Aspectos operacionais

Professor, sugerimos que vocé inicie esta atividade com a apresentacdo da figura Piramide Alimentar, que esta
disponivel em arquivo PDF em seu DVD. Para tal apresentacao utilize um computador e um projetor multimidia. Caso
esse tipo de material multimidia ndo esteja disponivel para uso em sua unidade escolar, vocé pode tentar reproduzir
a piramide na lousa. E importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o

numero de alunos da sua turma.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica 17
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Apds a observacdo da imagem e de uma reflexdo sobre as informacdes nela contidas, solicite que a turma se
divida em grupos de trés ou quatro alunos, distribua a folha para os grupos, leia com eles o texto sobre a piramide

alimentar apresentado na folha de atividades.

ApOds a apresentacao e discussao do texto, oriente os grupos na resolucdo das questdes propostas na folha de
atividades. Ao final da atividade, promova um debate baseado nos resultados obtidos pelos alunos, de acordo com o

proposto na se¢do aspectos pedagdgicos.

Aspectos pedagodgicos

Essa é uma atividade foi adaptada de uma proposta disponivel no Portal do Professor do MEC, que se encontra
no endereco: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=25069.

Seu objetivo é apresentar aos alunos, num primeiro momento, a distribuicdo de diferentes alimentos numa pi-
ramide, de acordo com seus valores nutricionais. Apos isso, sdo propostas algumas questdes a partir de uma situagao-
-problema que envolve métodos de contagem e diferentes maneiras de se combinar os alimentos disponiveis num

cardapio.

Professor, para dinamizar a discussdo, vocé pode levantar questdes que estimulem os alunos a manifestar
suas opinides e seus conhecimentos sobre o que a imagem da piramide representa e a refletir sobre o porqué de os
alimentos estarem distribuidos dentro de uma piramide. Por exemplo, vocé podera perguntar sobre a relacdo entre o
numero de por¢des de cada tipo de alimento e a drea do desenho em que este tipo alimento esta representado. Isso
pode fazer com que os alunos percebam que as dreas maiores representam os alimentos que devemos consumir em
maior quantidade e que as areas menores representam os alimentos que devemos consumir em menor quantidade.
Poderd perguntar também se a 4rea destinada a representacdo do leite e produtos lacteos, carnes e ovos e legumi-
nosas foi bem distribuida entre esses tipos de alimentos, observando que a drea destinada a representacao do leite
e produtos lacteos deveria ser maior que a destinada as carnes e ovos e esta, por sua vez, maior que a area destinada

as leguminosas.

Oriente os alunos a fazerem suas combinacdes de alimentos a partir da situacdo problema proposta na folha

de atividades. Se desejar, vocé pode anotar na lousa algumas das diferentes possibilidades apresentadas por eles.

Apds anotar algumas sugestdes, apresente aos alunos combinacdes do tipo:
= Arroz, nhoque, alface, tomate, acelga, peixe e abacaxi

= Arroz, alface, acelga, nhoque, tomate, peixe e abacaxi.

Vocé pode mostrar aos alunos que as duas combinagdes possuem os mesmos elementos, maslistados de ma-
neiras diferentes. Esse exemplo ilustra o conceito de Combinacdo Simples, ou seja, umasituacao em que a ordem de

escolha dos elementos néo faz diferenca para a composicao final do agrupamento.

Porém se tivermos uma situacdo em que a ordem de escolha faca diferenca para a composicao final (como, por
exemplo,os algarismos de um numero de telefone ou de um endereco), temos outro tipo de agrupamento chamado

Arranjo.



Desta forma, acreditamos que a diferenca entre combinacgao simples e arranjo é reforcada, evitando os erros

frequentemente cometidos pelos alunos na diferenciacdo entre estes conceitos.

Pode ser que os alunos encontrem diferentes maneiras de resolver o problema. Valorize cada iniciativa, porém
apresente a resolucao formal da combinatéria para que entendam que nem sempre conseguirmos verificar todas as

possibilidades apenas por tentativa.

Ao final da atividade, promova um debate a partir dos resultados obtidos pelos alunos. Vocé podera questiona-
-los sobre a quantidade de possibilidades de escolha de um cardéapio saudavel. Podera também leva-los a refletir so-
bre as suas préprias dietas, indicando se estariam ou ndo de acordo com o recomendado. Poder3, ainda, apontar que
apenas ter habitos alimentares saudaveis ndo é o bastante: € preciso incluir exercicios fisicos regulares em suas
rotinas diarias, dentre outras coisas.

Folha de Atividades - Matematica da Dieta

Nome da escola:

Nome do aluno:

Situacao-problema

Suponha que, em um restaurante, nos deparamos com certa variedade de alimentos para compor uma refei-

¢ao. Os alimentos oferecidos neste restaurante, agrupados segundo a Piramide Alimentar, sdo:

Grupo Grupo do arroz Grupo das carnes, Grupo
dos vegetais e das massas peixes e ovos das frutas

Alface Arroz Carne bovina Banana
Cenoura Macarrao Frango Laranja
Tomate Lasanha Peixe Mamao

Beterraba Nhoque Ovos Abacaxi
Repolho Pao Maca
Acelga

Imagine que uma nutricionista tenha nos informado que, para realizar uma refeicao saudavel, devemos esco-

Ilher, dentro desta tabela:
= 3alimentos do grupo dos vegetais;

= 2 alimentos do grupo do arroz e massas;

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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= 1 alimento do grupo das carnes, aves, peixes e ovos e

= 1 alimento do grupo das frutas.

A partir dessa situacao, responda as questdes a seguir:

Questio 1

Determine o numero de possibilidades diferentes que temos para escolher 3 alimentos, dentre um total de 6,

do grupo dos vegetais.

Questio 2

Como saber o numero de maneiras diferentes que temos para escolher 2 alimentos do grupo arroz e massas,

dentre um total de 57

Questio 3

E para escolhermos 1 alimento do grupo das carnes, aves, peixes e ovos, quantas possibilidades diferentes temos?

Questio 4

Seguindo os conselhos da nutricionista, de quantas maneiras podemos compor essa refeicao?




Pdginas no material do aluno

Secao 1 - Combinacao e Arranjo 147 a 159

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

e - ‘. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade propoe a
resolucao de problemas
que envolvem conceitos de
combinagao e apresenta
uma forma de raciocinar

que dispensa a utilizacdo da

Combinagao - ) o
Cépias da férmula. A ideia éincentivar
ou permu- .
3 folha de os alunos a compreender Duplas 45 minutos
tacao, o que - L A
atividades. o raciocinio que justifica

utilizar? ’ o
a férmula de combinacao

simples. Esperamos também

que eles observem que um

mesmo problema pode ser

resolvido a partir de estraté-
gias distintas.

Aspectos operacionais

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero
de alunos da sua turma. No momento da aplicacao da atividade, solicite que a turma se divida em duplas.Distribua
uma folha de atividades para cada aluno, mas sugira que a dupla dialogue, trocando ideias para resolver cada uma das
questdes propostas. Assim que os grupos tiverem terminado a tarefa, promova uma discussdo sobre as conclusoes

que eles alcancaram.

Aspectos pedagdgicos

No item 1, apresentamos, a partir de um raciocinio baseado no principio multiplicativo e na ideia de permuta-
¢ao, a solucao de uma questao que geralmente é resolvida pela férmula da combinacao. Na letra c deste mesmo item,

vocé pode chamar atencéo para o significado da palavra permutacao ali utilizada.

Esperamos que o aluno compreenda o raciocinio a fim de que nao seja apenas um mero aplicador de férmula.

Repare que os alunos que se ocupam mais em aplicar a férmula do que em compreender e resolver o problema tém

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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muito mais dificuldade em construir um significado sobre o que estdo fazendo.

E nesse sentido que apresentamos essa atividade: incentivando que os alunos pensem sobre as situacdes pro-

postas, utilizando os conhecimentos que ja possuem sobre raciocinios combinatérios.

No ultimo item, vocé pode mostrar para a turma como é obtida a formula da combinacao a partir do raciocinio

apresentado.

Folha de Atividades - Combinacao ou permutacao, o que utilizar?

Nome da escola:

Nome do aluno:

Acompanhe o raciocinio proposto na questdo 1 e, em seguida, resolva as outras questoes.
1. Quantas comissoes diferentes com 3 pessoas podem ser formadas a partir de um conjunto de 5 pessoas?

a. De um conjunto de 5 pessoas, se quisermos selecionar trés, é natural pensarmos:
= primeiro: de quantas maneiras podemos escolher a primeira pessoa.
= segundo: de quantas maneiras podemos escolher a segunda pessoa.

= terceiro: de quantas maneiras podemos escolher a terceira pessoa.
Nesse caso temos:
5 (12 escolha) x 4 (22 escolha) x 3 (32 escolha) = 60

Ou seja, ha 60 maneiras de formar um conjunto com trés elementos distintos a partir de um conjunto de 5

elementos.
b. Suponhamos que Jodo, Marcelo e Daniela estejam nesse grupo de pessoas.
Pergunta: a comissdo Jodo, Marcelo e Daniela é igual ou diferente da comissdo Daniela, Marcelo e Jodo?

As duas comissdes sao exatamente a mesma. Nesse caso, a mudanca da ordem de apresentacao dos membros

da comissao nao importa.

¢. Temos, entdo, que pensar de quantas maneiras essas trés pessoas podem se organizar formando a mesma

comissao.

Ora, isso corresponde a encontrar a quantidade de maneiras diferentes de organizar um grupo formado por
essas trés pessoas - ou, em outras palavras, na permutacdo dessas trés pessoas. Assim, temos 3!=3.2.1=6 maneiras de

organizar essas trés pessoas.
Repare que isso significa que essa mesma comissao é contada 6 vezes!
d. EsenolugardeJodo, Marcelo e Daniela tivéssemos Daniela, Andreia e Bruna? Aconteceria a mesma coisa?

Aconteceria exatamente a mesma coisa para esse grupo — e para qualquer outro grupo de 3 pessoas! Assim,

cada comissao de 3 pessoas formada é contada 6 vezes.



e. Como fazer para descontar o excesso?

Para descontar o excesso, basta dividir o total de possibilidades, pela quantidade de vezes que cada comissao
é contada.
60
? =
Logo, sao 10 as comissées com 3 pessoas que podem ser formadas a partir de um conjunto de 5 pessoas.

10

2. Escolha 5 nomes e faca a lista das comissodes, verificando se essa é realmente a quantidade de comissdes

possiveis indicada na resolucao da questao 1.

Considerando o raciocinio apresentado na questao 1, responda:

3. De quantos modos podemos dividir 8 objetos em um grupo de 5 objetos?

4. Eseogrupo tiver 3 objetos?

5. Um time de futebol é composto de 11 jogadores, sendo 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meio campistas e 2 ata-
cantes. Considerando que o técnico dispde de 3 goleiros, 8 zagueiros, 10 meio campistas e 6 atacantes, determine o

numero de maneiras possiveis de formar esse time.

(Dica: determine primeiramente de quantas maneiras podem ser escolhidos o goleiro, os zagueiros, os meios

campistas e os atacantes. Em seguida, multiplique os resultados).

6. Agora, resolva a primeira questao utilizando a férmula de combinacao: C(n,k) = Compare a

n!
k' (n—k)!

sua resposta com o resultado apresentado no item 1.0 que vocé observa?
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Pdginas no material do aluno

Secao 1 - Combinacao e Arranjo 147 a 159

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Nesta atividade, sera

enunciado um problema de

De quantas Cépias da L .
; . combinatoria para determi-
maneiras folha de lapis, ) . Grupos de .
nar o nimero de maneiras 40 minutos
posso amarrar | modelo suge- quatro alunos.
. de passar o cadarco em um
meu cadar¢o? rido

ténis, obedecendo a certas

regras.

Aspectos operacionais

Essa é uma atividade desenvolvida pelo grupo de Recursos Educacionais Multimidia para a Matematica do

Ensino Médio da Unicampe se encontra disponivel no site: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1005

A atividade envolve a utilizagao da combinatéria para determinar o nimero de maneiras de passar o cadarco
em um ténis. Para ajudar os alunos a visualizarem as solucdes, vocé pode fazer um modelo utilizando papel - preferen-
cialmente um papel mais “duro’, como o papel cartdo. Para isso, pegue um pedaco de papel e dobre como indicado

abaixo.

Figura1: Dobrando o pedaco de papel

Vocé deve ter algo como:

Figura 2: Pedaco de papel dobrado
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Finalmente, faca seis pares de furos como indicado a seguir.

O 00O0OO0OO
O0O0O0O0O

Figura 3: Pedaco de papel dobrado e com seis pares de furos

Utilize barbante no lugar do cadarco, se necessdrio. Repare que, no modelo, temos seis pares de furos, mas os

alunos nao precisam necessariamente usar todos os pares de furos em todos os momentos da atividade.

Uma vez que os modelos estejam prontos, distribua-os juntamente com as folhas de atividades para os grupos

e, em seguida, apresente as regras de passagem do cadarco descritas na folha.

Peca, entao, para que os alunos passem o cadarco ou o barbante pelos furos do modelo (sendo suficiente um

modelo para cada grupo) de modo que as regras apresentadas sejam respeitadas.

Peca para que os grupos apresentem seus modelos para os outros grupos, ja com os cadarcos passados, para

que possam comparar e verificar que existem muitas maneiras de executar esse procedimento.
Depois peca que executem os procedimentos descritos na folha de atividades.

Ao final da atividade, promova um debate baseado nos resultados obtidos, de acordo com o sugerido nos

procedimentos pedagdgicos.

Aspectos pedagodgicos

A experiéncia com um ténis e um cadarco, ou utilizando o modelo sugerido, é indicada para que os alunos en-
tendam como o cadarco pode passar pelos furos e compreendam a quantidade de possibilidades em cada passagem
do cadarc¢o.Os alunos deverao, entdo,para entender melhor o problema, tentar esbocar maneiras de passar o cadarco
que satisfacam todas as regras estabelecidas. E importante que eles vivenciem o processo para, em seguida, pensa-

rem em uma maneira de descobrir quantas possibilidades de passar o cadarco existem.

Na comparacgéo sugerida no item 1, os alunos devem perceber que um mesmo conjunto de regras permite
varias maneiras de organizacao. Por isso, incentive que 0os grupos mostrem a sua organizagao e mostrem que a orga-

nizacdo apresentada satisfaz as regras.

No item 2, os alunos devem registrar uma passagem de cadarco, para que nos dois itens seguintes estejam

aptos aindicar a quantidade total de passagens de cadarco em um ténis com 5 pares de furos.

Ao final do item 3, vocé pode solicitar que cada um dos grupos va até a lousa e desenhe uma possibilidade
de passar o cadarco. Feito isso, pergunte a turma se os desenhos satisfazem as regras. Verifique se foram desenhadas
todas as possibilidades. Se necessario, diga quantas ainda existem e peca para que continuem tentando desenhar. S

entdo esboce o restante das possibilidades — e conclua que séo apenas seis, como indicado na figura a seguir.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Figura 4: Maneiras de passar o cadarco

O item 4 é uma maneira de instigar os alunos a utilizarem o raciocinio combinatério.Isso tomard um bom tem-

po dos alunos. Por isso, deixe-os discutir com calma.

O raciocinio fundamental para a solucao do item 4 é que, como o padrao deve ser simétrico, basta decidir os
primeiros seis furos pelos quais o cadarco deve passar, pois, a partir dai, os outros seis furos ficam determinados pela

simetria.

Figura 5: Simetria na forma de passar o cadarco

E importante notar ainda que a simetria também implica que apenas um dos furos de cada par deve ser visi-

tado nas seis primeiras passadas do cadarco, pois, se nao fossem, nao haveria meio de conseguir a simetria desejada.

Além disso, devido a terceira,a primeira destas linhas (par de furos em lados opostos) deve ser obrigatoria-
mente a de cima regra e a Ultima é obrigatoriamente a de baixo, ja que os furos da linha de baixo devem ser visitados
consecutivamente. Assim, a primeira e a sexta linhas tém a ordem de passagem de cadarco determinada, faltando

apenas decidir como serao as passadas nos quatro furos intermediarios.
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Assim, para obter um padrao para o cadarco, podemos iniciar pelo furo da esquerda da linha superior e decidir
em que ordem as quatro linhas intermediarias serdo visitadas.

Para escolher a ordem das quatro linhas, lembramos primeiramente da quarta regra, de acordo com a qual
devemos ficar alternando o lado de passagem do cadarco. A partir dela, concluimos que primeiro furo pode ser esco-
Ihido dentre quatro possibilidades. A seguir, concluimos que o segundo furo pode ser escolhido dentre trés possibi-
lidades, e o terceirodentre duas possibilidades. Dessa maneira, o quarto furo ja fica determinado, tendo apenas uma
possibilidade de escolha. Logo, ha 4-3-2-1=41=24 possibilidades de escolha para a ordem das linhas - e, portanto, 24

possibilidades de passar o cadarco satisfazendo as regras descritas pelo problema.

Ao final da atividade, promova um debate baseado nos resultados obtidos abordando questdes do tipo: O que
acontecera com o numero de possibilidades de passagem do cadar¢o se o nimero de furos aumentar ou diminuir? O
que foi mais facil: determinar o nimero de possibilidades da passagem dos cadarcos usando tentativa e erro (ou seja,

testando uma a uma) ou usando conhecimentos de Analise Combinatdria?

Folha de Atividades - De quantas maneiras posso amarrar meu
cadarco?

Nome da escola:

Nome do aluno:

Vocé ja deve ter colocado o cadarco em um ténis, certo?

Nessa atividade, vocé determinard a quantidade de maneiras de colocar um cadarco em um ténis, seguindo as

seguintes regras para a passagem do cadarco.
= O cadarco deve formar um padrao simétricoem relacao ao eixo vertical;

= O cadarco deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se ele o faz por cima ou por
baixo;

= O cadarco deve comecar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar os dois furos inferioresdiretamen-

te - isto é, sem passar por outros furos;

= O cadarco deve alternar de um lado para o outro a cada passada.
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1. Utilizando o modelo distribuido por seu professor, passe o barbante pelos furos de acordo com as regras

citadas acima.
Compare o resultado com o de outros colegas e veja se vocés fizeram da mesma forma.

2. O esquema a seguir representa um ténis com 5 pares de furos. Desenhe neste esquema uma passagem de

cadarco que se adeque a todas as regras citadas.

O 00O0OO0OO

O 0O0O0O0OO

3. Agora, vocé deve indicar o numero total de possibilidades para passar o cadar¢o em um ténis com 5 furos,

obedecendo as regras acima.
Se quiser, utilize o modelo para passar o barbante e registre as possibilidades em seu caderno.

4. Se no ténis houvesse seis pares de furos, quantas maneiras diferentes existiriam para se passar o cadarcosa-

tisfazendo as regras estabelecidas?

Dica: utilize os conceitos de andlise combinatéria



Pdginas no material do aluno

Secdo 2 - Permutac¢do com repeticdo 160 a 163

Tipos de Titulo da Material - icéio Sucint Divisao da Tempo
escricao Sucinta
Atividades Atividade Necessario & Turma Estimado
Computa- A atividade propde uma dis-
dor com cussao acerca dos conceitos
s Briechem de combinacao e permuta-
. c6pias dafolha ¢ao, a partir da apresenta- . .
Taxista e P ol » : Individual. 45 minutos
Combinatéria | de atividades, ¢ao de um video e de um
mapa problema sobre a menor
distancia entre dois pontos
no plano.

Aspectos operacionais

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero

de alunos da sua turma.

No dia da aplicacdo da atividade, utilize um computador e um projetor multimidia (Datashow) para apresentar

0 mapa, que se encontra na pasta Material DVD.
Caso sua unidade escolar ndo disponha do material multimidia, vocé podera copiar o mapa na lousa.
Em seguida, faca o seguinte questionamento:

Imaginem que cada um dos pontos marcados no mapa assinala a posi¢cao de um determinado aluno. Nés que-
remos determinar a menor distancia entre estes dois pontos, considerando que os dois alunos estao na esquina dos

quarteirdes. Qual a quantidade de caminhos possiveis para que um deles va ao encontro do outro?

Apos algumas solugdes (duracdo de, no maximo, 15 minutos), reproduza o video Qual o Melhor Caminho?

encontrado na pasta Material DVD, ou no site http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1164.

Em seguida, distribua uma folha de atividades para cada aluno e peca a eles que realizem a atividade.

Aspectos pedagodgicos

Essa atividade foi adaptada a partir das atividades Qual o melhor caminho? e Taxi e Combinatéria, que se

encontram disponiveis em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1164 e http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1035, res-
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pectivamente. As duas atividades fazem parte da colecdo M3 Matematica Multimidia, desenvolvida pela UNICAMP.

E interessante ressaltar queo problema levantado no video Qual é o menor caminho?, apesar de ser original-
mentedestinado a trabalhar o conceito de distancia entre pontos, também pode ser utilizado para abordar as permu-

tagdes com repeticao, que tratam da contagem de conjuntos com varios elementos repetidos.

Dado um conjunto de n elementos com n1 elementos iguais do tipo 1, n2 elementos do tipo 2, e assim suces-
sivamente até nk elementos do tipo k, a quantidade de permutacdes que podemos formar com estes elementos é
dada por: n!

n!n,l.n!

Considerando o problema do menor caminho até o ponto P, temos um conjunto de P1 + P2 ruas, onde P1 sdo
horizontais e P2 verticais, ou seja, temos uma permutacdo com repeticdode n elementos, agrupados k a k,que pode

ser escrita como uma permutagdao com k elementos repetidos de um tipo e (n-k) de outro.

A distancia euclidiana usual é apropriada na descricdo de muitos fenébmenos, mas em algumas situacdes, pode
nao ser a mais apropriada. Por exemplo, a menor distancia para ir de casa até a escola depende das ruas que possibi-
litam esse trajeto e, sendo assim, dificilmente serd definida como a medida do segmento entre estes dois pontos. O
nome geometria do taxi, como é conhecida a geometria que apresentamos nesta atividade, vem da associagdo com

a ideia de trafegar por ruas.

Na geometria do taxi, se considerarmos o sistema de coordenadas cartesiano usual, dados dois pontos do
plano, A=(xA,yA) e B=(xB,yB), a distancia entre esses pontos é calculada assumindo que sé é possivel fazer trajetos
paralelos aos eixos (horizontais e verticais). Formalmente, essa distancia pode ser definida usando a funcdo moédulo

de numeros reais:
dtaxi(A,B)=|xA—xB|+|yA—yB|

Neste experimento, o cendrio é um mapa quadriculado cujas quadras sdo as unidades de medida. O aluno es-
colhe, no mapa, a esquina onde quer colocar a casa de um amigo, tendo em mente que todos os pontos de referéncia

no experimento tém sempre coordenadas inteiras.

As etapas propostas exploram essencialmente a quantidade de maneiras diferentes de fazer trajetos com com-
primento minimo. Quando as localidades ficam mais distantes, a organizagcao do processo de contagem leva natural-

mente aos conceitos introdutdrios de combinatoria.
Etapa 1: Qual é a menor distancia?

Na primeira etapa, apresente no quadro negro um mapa quadriculado com as marcagdes da posicdo da casa
do aluno e de uma regiao (um bairro de uma cidade) onde ele devera escolher a localizacao da casa de seu amigo.
Faca com que os alunos participem, perguntando onde eles moram e tente representar os locais no mapa. O objetivo
é encontrar visualmente o nimero minimo de quadras que devem ser percorridas de uma localidade a outra e tam-

bém perceber que existe mais do que um trajeto minimo entre elas.
Etapa 2: Quantos menores caminhos existem?

A segunda etapa é destinada a organizacao e a sistematizacdo da percepcédo anterior. A proposta desta etapa
é analisar a quantidade de maneiras diferentes com que podemos fazerum trajeto entre duas localidades utilizando o

menor numero possivel de quadras. Para esta analise, sugerimos utilizar as letras H e V para fazer referéncia, respecti-



vamente, ao deslocamento de uma quadra na horizontal ou na vertical.

O aluno devera perceber que a contagem dos trajetos minimos, facilmente efetuada visualmente quando as
localidades estdo proximas, torna-se muito complexa quando elas se afastam, requerendo um procedimento mais
organizado. Isso deverd motivar a busca por uma expressao mais formal, usando o conceito de combinacao para o

calculo do numero de trajetos minimos no caso geral.

Assumindo que o aluno ja conheca o conceito de permutacgao, colocamos a seguir uma forma de se obter,
passo a passo, a expressdo geral acima mencionada. Essa forma também pode ser usada como motivagao para o
estudo do conceito de combinacdo. Recomendamos que a deducao dessa expresséo seja discutida com os alunos no

fechamento do experimento.
Outra questao importante: por que o nimero de trajetos minimos é dado por uma combinacao?

Vamos supor que entre as localidades A e Go menor trajeto deve ser percorrido através de 8 quadras, sendo 3
horizontais e 5 verticais. Um exemplo de trajeto minimo de A para G, que estd representado na figura, pode ser deno-
tado por HVVHVVHYV, significando que a primeira quadra é percorrida na horizontal, as duas seguintes na vertical, e

assim por diante até a oitava quadra, que é percorrida na vertical.

Figura 6: Trajeto entre os pontos Ae G

A seguir, vamos analisar quantos trajetos minimos diferentes existem entre A e G.

Se as oito letras envolvidas na representacao do trajeto fossem diferentes, a resposta seria 0 nimero corres-
pondente a todas as permutagdes possiveis das oito letras, isto &, 8!=1-2-3-4.5.6-7-8 = 40320 trajetos. Mas, neste caso,
teremos um numero bem menor de possibilidades: teremos que repetir a letra H trés vezes, e a letra V 5 vezes, para
preencher as oito posicdes, a fim de representar os trés deslocamentos horizontais e os cinco verticais necessarios,

variando a ordem.

Consideremos o exemplo do trajeto minimo HVVHVVHV. Obteremos o mesmo trajeto se trocarmos as letras H
entre si e as letras V entre si. Assim, nas 8! permutacdes que seriam possiveis com letras diferentes, estariamos con-
tando este trajeto varias vezes. Mais precisamente, como ha 3! modos de trocar as letras H entre si (permutacdes das

posicoes 19,42, e 72) e 5! modos de trocar as letras V entre si (permutacdes das posicdes 22, 33, 52, 62 e 82), teriamos
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contado 5!3! vezes este mesmo trajeto.

Como o argumento acima pode ser considerado para qualquer outro trajeto minimo entre as localidades A e

G, o numero total de trajetos minimos diferentes é dado por 8!/(3!5!).

Note que este nimero é exatamente o nimero de combinagdes de 8 elementos tomados 3 a 3, pois:
8L __ 8 o
= — %8
3151 31(8-3)!

De modo geral, se 0 menor trajeto entre as localidades A e G deve ser percorrido através de n quadras —divi-

didas entre p quadras horizontais e q quadras verticais - entdo o nimero de trajetos minimo diferentes é dado por:

n!

CP=——
p!(n—p)!

n

Note que este nimero é o mesmo se um trajeto minimo entre A e G for através de n quadras, sendo q horizon-

tais e p verticais, pois, como p + q=n, vale:

n! n! n!
p _ _ _ 9
Cn - _Cn

plin—p)! plg! (n—qlq!

Professor, recomendamos que vocé faca essa atividade junto com os alunos, discutindo cada etapa, instigan-
do-os e fazendo-os perceber que a analise combinatéria pode ser muito divertida e interessante para o cotidiano de

todos eles.



Folha de Atividades - Geometria do Taxista e Combinatoria

Nome da escola:

Nome do aluno:

Os problemas abaixo serao apresentados com o proposito de fixar e aprofundar o assunto abordado no video

Qual é o melhor caminho?.

Problema 1: Suponhamos que um construtor necessite subir um andaime. Ele se movimenta utilizando os
cantos do andaime, onde tem trés possibilidades de movimento: ir a direita, ir a frente ou subir ao andar de cima. Nou-
tras palavras, o construtor pode mover-se nas trés dire¢des do espaco. Se considerarmos o seu ponto inicial como o (0,
0, 0) e 0 ponto de chegada como o (2, 4, 3) de quantas maneiras o construtor poderd ir ao ponto de chegada fazendo

o menor nimero de deslocamentos possivel?

Problema 2: Qual o nimero de pontos inteiros que estdao a uma mesma distancia do taxista, que esta situado
na origem? Por exemplo, para n=2, ha 8 pontos que distam 2 da origem, séo eles: (il,il) , (iZ, 0) , (O,iZ).
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Pdginas no material do aluno

Secdo 2 - Permutacdo com repeticdo 160 a 163

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade propoe a

. _ resolucdo de um problema
A Matemética Copias da ) )
’ relacionado a conceitos . .
no método folha de . » Trios 45 minutos
combinatorios, utilizando

Braille atividade .
como contexto a escrita em

relevo do sistema Braille.

Aspectos operacionais:

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero

de alunos da sua turma.

Na aula anterior a da aplicacao da atividade, solicite que os alunos pesquisem sobre o sistema Braille. Essa pes-
quisa podera ser efetuada em grupo.No dia da atividade, peca para que os alunos apresentem brevemente as infor-

macoes obtidas na pesquisa feita sobre o método Braille e, depois, distribua uma folha de atividades para cada aluno.

Deixe que eles efetuem a leitura do texto proposto na folha de atividades por alguns minutos (essa etapa néo

deve levar mais que 5 minutos) e, entdo, peca aos alunos que respondam a questao proposta.

Assim que os grupos tiverem terminado a tarefa, promova uma discussdo sobre as solu¢des que eles encon-

traram para questdes propostas.

Aspectos pedagdgicos

Essa atividade foi elaborada a partir da atividade A Matematica no método Braille, proposta pelo professor
Marcos Noé, integrante da Equipe Brasil Escola. Ela se encontra disponivel no sitehttp://www.brasilescola.com/

matematica/a-matematica-no-metodo-braille.htm.

O método Braille utiliza combinag¢des de pontos relacionados a simbolos que representam letras. Por se tratar
de uma aplicagao pratica e util de conceitos ligados a andlise combinatoria, essa pode ser uma étima forma de moti-

var os alunos na aprendizagem deste conteudo.

Para facilitar a leitura individual do texto, cada um dos alunos deve receber uma cépia da folha de atividades.



No entanto, vocé, professor, deve sugerir que os integrantes de cada grupo dialoguem entre si, de forma a resolver

em conjunto a questao proposta, que é a seguinte:
Quantas celas Braille distintas é possivel estabelecer?

Encoraje os alunos a desenhar algumas configuracdes possiveis para a cela Braille. Isso pode ajuda-los a esta-
belecer boas estratégias de contagem.

Ajude-os a perceber que a quantidade de configuragdes possiveis para a cela depende do nimero de pontos

em relevo.

Separando as configuragdes da cela pelo numero de pontos em relevo, é possivel pensar no problema a partir
de duas estratégias de contagem:

= Combinagao —A ideia aqui é combinar n pontos (com n variando entre 1 e 6) dos 6 disponiveis na cela, de
modo que o nuimero total de celas possiveis seria dado por: C6,1 + C6,2 + C6,3 + C6,4+ C6,5+C6,6 =6+
15+20+15+6+1=63.

=  Permutacdo com repeticao — A estratégia, neste caso, é associar a cada posicdo da cela, numerada de 1 a
6, uma determinada letra. Se o ponto estiver em relevo, usaremos a letra P g, se o ponto estiver em branco,
usaremos a letra B. Por exemplo, a cela relacionada a letra b seria representada pela sequéncia de letras:
PPBBBB. E 0 numero de celas com dois pontos em relevo poderia ser obtido pela permutacao dessas 6
letras, sendo que o P se repete 2 vezes e o B se repete 4 vezes. Ou seja, P,>* = 15. Assim, o nimero total de
celas possiveis seria dado por: P> + P 2+ P23 +P** +P>'+P°=6+15+20+15+6+1=63.

Folha de Atividades - A Matematica no Niétodo Braille

Nome da escola:

Nome do aluno:

O Sistema Braille

Vocés acabaram de fazer uma pesquisa sobre o Sistema Braille e, certamente, encontraram sobre ele varias infor-
magdes importantes e interessantes. Devem ter descoberto que o sistemaé uma escrita feita em relevo, constituida por
63 sinais codificados por pontos. Estes pontos sdo organizados em uma tabela com trés linhas e duas colunas, formando
um retangulo que chamamos de cela Braille. Cada ponto da cela é numerado de acordo com seu posicionamento. A
numeracao é feita de forma crescente, verticalmente e de cima para baixo, comegando com o ponto que esta no canto
superior esquerdo, que recebe o nimero um. Encerrada a coluna da esquerda, a numerac¢do continua na coluna da

direita. Acompanhe na figura a seguir.
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Cela Braille

@@ :
. O O)>
OO

3 3

As arrumacGes distintas possiveis desses pontos estdo relacionadas a simbolos, que podem representar letras
simples e acentuadas, pontuagdes, notas musicais e sinais algébricos, entre outros. Dessa forma, o deficiente visual
podera realizar a leitura e escrita de qualquer texto. Por exemplo, a letra E (acentuada) é representada pela disposicido

apresentada na figura anterior.

Devido a esse tipo de configuracdo da cela, o método admite um nimero finito de caracteres, pois os pontos em

relevo sdo posicionados em diferentes lugares. Veja a seguir alguns exemplos de celas possiveis:

O0®
OO0
O 1 _
OO0
00®
00

Agora é com vocé! Quantas celas Braille distintas é possivel estabelecer?



Secao - O que perguntam por ai?

Tipos de Titulo da
Atividades Atividade

Material
Necessario

Pdginas no material do aluno

171a172

_ . Divisao da Tempo
Descricao Sucinta X
Turma Estimado

Questoes de
vestibular

Computador
com Datashow,
imagem para
projecao
(disponivel
neste material
e no DVD do

professor)

- Duplas -

Aspectos operacionais

Na secdo O que perguntam por ai? desta unidade do material do aluno sdo apresentadas duas questdes de

vestibulares que envolvem conceitos de Andlise Combinatéria trabalhados. Essas questdes ja se encontram resolvidas

no material do aluno, mas vocé podera trabalha-las a partir da projecao das imagens disponiveis no seu DVD e neste

material, conforme a seguir:

1) (UFF_2001) O estudo da genética estabelece que, com as bases adenina (A), timina (T), citosina (C) e guanina

(G), podem-se formar, apenas, quatro tipos de pares: A-T, T-A , C-G e G-C.

Certo cientista deseja sintetizar um fragmento de DNA com dez desses pares, de modo que:

- dois pares consecutivos nao sejam iguais;

-um par nao seja seguido por um par e vice-versa;

-um par nao seja seguido por um par e vice-versa.
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Sabe-se que dois fragmentos de DNA s3o idénticos se
constituidos por pares iguais dispostos na mesma ordem.

Logo, o numero de maneiras distintas que o cientista pode
formar esse fragmento de DNA é:

a)2‘11
b) 22°
c)2 =10
d)21ﬂ
e)2?x 10

Aspectos pedagdgicos

Apos a resolucdo destas questdes em aula, vocé pode promover uma analise coletiva das respostas encontra-

das pelos alunos, com uma breve discussao a respeito dos possiveis erros (erros mais comuns) por eles cometidos.

Resolugao Comentada

Solugdo: Tarefa 1 podemos escolher qualquer um dos quatro
pares possiveis para as outras 9 tarefas temos 2

possibilidades para cada wuma delas. Pelo Principio
Multiplicativo temos 4e2e 2 = 4e2° = 2%2° = 21 Logo a

resposta € a alternativa a).

(Unifesp-SP 2002) Em um edificio residencial de S3o Paulo, os
moradores foram convocados para uma reunido, com a
finalidade de escolher um sindico e quatro membros do
conselho fiscal, sendo proibida a acumulacdo de cargos. A
escolha devera ser feita entre dez moradores. De quantas
maneiras diferentes sera possivel fazer estas escolhas?

a) 64.
b) 126.
c) 252.
d) 640
e) 1260.

Solucdo:

A primeira tarefa é escolher um dos dez para ser o sindico e a
segunda tarefa € escolher quatro dentre os nove restantes para
serem membros do conselho fiscal. Na primeira tarefa temos
10 possibilidades e na segunda C(9, 4) = 126. Pelo Principio
Multiplicativo temos 10126 = 1260 possibilidades. Logo a
alternativa correta € a letra e).



Avaliacao

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
. . .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para
a unidade, dividido em duas
etapas. A primeira consiste

no registro de aprendiza-

. Copias da gens e a segunda na resolu-
Exercicios ; 5 L . .
L folha de ¢ao de questdes objetivas e Individual 40 minutos
adicionais . . .
atividades dissertativas. A escolha das

questdes a serem aplicadas

fica a critério do professor,
levando em considera-
cao as especificidades

de cada turma.

Aspectos operacionais

Para o momento de avaliacao das habilidades a serem desenvolvidas, sugerimos a utilizacao do ultimo tempo

de aula destinado a esta unidade. Dividiremos nossas sugestdes avaliativas em duas etapas, explicitadas a seguir.
Etapa 1: Registros de aprendizagens (Momento de Reflexéo)

Aqui, vocé podera propor que o aluno registre individualmente, na folha de atividades(disponivel para re-
producdo neste material), as aprendizagens matematicas adquiridas com o estudo desta unidade. Para nortear esta
avaliacdo, apresentamos algumas questdes. A ideia é que estas questdes complementem aquelas que vocé ja usa
normalmente para avaliar o desenvolvimento das habilidades matematicas pretendidas, que registramos novamente

a seguir:
= Analise Combinatéria
= Diferenca entre Arranjo e Combinacao

= Permutacao com Repeticao

Para ajudar os alunos nos seus registros, sugerimos as seguintes questdes, que também estao disponiveis na

folha de atividades:

1. Qual foi o contedo matematico estudado nessa unidade? Cite alguns conceitos relacionados a este tema
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que formam estudados nesta unidade.
2. Cite alguma situagao do cotidiano que envolve os conhecimentos aqui estudados.
3. Considere os algarismos 2, 3,5,6 e 8.
a. Quantos numeros de trés algarismos podem ser formados?
b. Quantos numeros de trés algarismos distintos podem ser formados?
¢. Quantos numeros de trés algarismos distintos que terminam com 5 podem ser formados?
4. Quantos sdo os anagramas da palavra MISSISSIPI?

5. Guilherme possui 4 bolas amarelas, 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 1 bola verde. Pretende coloca-las em
um tubo acrilico transltcido e incolor, onde elas ficardo umas sobre as outras na vertical. De quantas maneiras distin-

tas ele podera formar esta coluna de bolas?

Sugerimos, também, que este material seja recolhido para uma posterior selecéo e entrega de registrosao seu
formador, no curso de formacdo presencial. Desta forma, esperamos acompanhar com vocé a maneira como os alu-
nos estao reagindo aos caminhos que escolhemos e, se for o caso, repensar as estratégias de acordo com as criticas e

sugestoes apresentadas.

Aspectos pedagdgicos

Etapa 1

Respostas e comentarios da folha de atividades

Questao 1: Analise Combinatoria.

Principio multiplicativo, combinacdo, arranjo, permutacdo simples, permutacdo com repeticao.
Questao 2: Resposta pessoal, podendo recorrer aos exemplos trabalhados em aula.

Questao 3: Para resolver esse exercicio, podemos usar o principio multiplicativo: 5 x 5 x 5 = 125. Logo, podem

ser formados 125 nuimeros.

Para resolver esse exercicio, podemos usar o principio multiplicativo: 5 x 4 x 3 = 60. Logo, podem ser formados

60 nimeros distintos.

Para resolver esse exercicio, podemos usar o principio multiplicativo: 4 x 3 x 1 = 12.Repare que na ultima po-
sicdo so pode entrar o nimero 5, por isso o ultimo termo do produto é 1.Logo, podem ser formados 12 nimeros

distintos.
Questao 4: Nesse caso, temos uma permutacao com repeticao. Temos
1 letra M;
4 letras I's;

4 letras S's; e



2 letras P’s.

11!
Assim, P**? = ———— = 34650 . Logo, sao 34 650 anagramas!
Y 4lx41x2!

Questéo 5: Neste caso de permutacdo com elementos repetidos temos um total de 10 bolas de quatro cores

diferentes.

Sendo: 4 amarelas; 3 vermelhas; 2 azuis e 1 verde.

10!
Segundo a repeticao das cores, devemos calcular Pﬁf'z = m =12600 .Entao, Guilherme podera for-
X oIX 2!
mar esta coluna de bolas de 12600 maneiras diferentes.

Folha de Atividades - Avaliacao - Etapa 1

Nome da escola:

Nome do aluno:

Momento de Reflexao

Neste momento, propomos que vocé retome as discussoes feitas nesta unidade e registre as aprendizagens
matematicas adquiridas com o estudo desta unidade. Para ajuda-lo nos seus registros, tente responder as questoes

a seguir:

Questio 1

Quial foi o contetido matematico estudado nessa unidade? Cite alguns conceitos relacionados a este tema que

formam estudados nesta unidade.

Questio 2

Cite alguma situagao do cotidiano que envolve os conhecimentos aqui estudados.
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Questio 3

Considere os algarismos 2,3,5,6 e 8.

a. Quantos numeros de trés algarismos podem ser formados?

b. Quantos nimeros de trés algarismos distintos podem ser formados?

¢. Quantos numeros de trés algarismos distintos que terminam com 5 podem ser formados?

Questio 4

Quantos sdo os anagramas da palavra MISSISSIPI?

Questio 5

Guilherme possui 4 bolas amarelas, 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 1 bola verde. Pretende coloca-las em um
tubo acrilico translucido e incolor, onde elas ficardo umas sobre as outras na vertical. De quantas maneiras distintas

ele podera formar esta coluna de bolas?

Etapa 2: Questoes objetivas e discursivas

Para compor esta etapa do instrumento avaliativo, sugerimos a escolha de pelo menos uma questao objetiva

que contemple uma das habilidades pretendidas nesta unidade.

Sugestdes de questdes objetivas para a avaliacao:

Questio 1: (UFMIG - 2006)

A partir de um grupo de oito pessoas, quer-se formar uma comissdo constituida de quatro integrantes. Nesse
grupo, incluem-se Gustavo e Danilo, que, sabe-se, ndo se relacionam um com o outro. Portanto, para evitar proble-

mas, decidiu-se que esses dois, juntos, ndo deveriam participar da comissao a ser formada.

Nessas condi¢cdes, de quantas maneiras distintas se pode formar essa comissao?
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a. 70
b. 35

c. 45

d. 55

Questao 2: (FGV - 2005)

Um fundo de investimento disponibiliza nimeros inteiros de cotas aos interessados nessa aplicacao financeira.

No primeiro dia de negociacdo desse fundo, verifica-se que 5 investidores compraram cotas, e que foi vendido um
total de 9 cotas. Em tais condi¢des, o nUmero de maneiras diferentes de alocagao das 9 cotas entre os 5 investidores
éigual a:

a. 56.

b. 70.

c. 86.

d. 120.

e. 126.

Questao 3: (PUC MG - 2003)

Um bufé produz 6 tipos de salgadinhos e 3 tipos de doces para oferecer em festas de aniver-
sario. Se em certa festa devem ser servidos 3 tipos desses salgados e 2 tipos desses doces, o bufé
tem x maneiras diferentes de organizar esse servico. O valor de x é:

a. 180
b. 360
c. 440

d. 720

Questio 4: (UFV - 2004)

Um farmacéutico dispoe de 4 tipos de vitaminas e 3 tipos de sais minerais e deseja combinar 3 desses nutrien-
tes para obter um composto quimico. O nimero de compostos que poderao ser preparados usando-se, no maximo,
2 tipos de sais minerais é:

a. 32
b. 28
c. 34
d. 26

d. 30
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Questao 5: (UEL - 2006)

Na formacao de uma Comissao Parlamentar de Inquérito (CPI), cada partido indica certo nimero de membros,
de acordo com o tamanho de sua representacdo no Congresso Nacional. Faltam apenas dois partidos para indicar
seus membros. O partido A tem 40 deputados e deve indicar 3 membros, enquanto o partido B tem 15 deputados e
deve indicar T membro. Assinale a alternativa que apresenta o nimero de possibilidades diferentes para a composi-

¢ao dos membros desses dois partidos nessa CPI.

a. 55
b. (40-3).(15-1)

[401/(37!.3N]. 15

n

d. 40.39.38.15

e. 40!.37!.15!

Sugestdes de questdoes discursivas para a avaliacao:

Questio 1

De um total de 6 pratos a base de carboidratos e 4 pratos a base de proteinas, pretendo fazer o meu prato
com 5 destes itens, sem repeti-los, de sorte que contenha ao menos 2 proteinas. Qual é o nimero maximo de pratos

distintos que poderei fazer?

Questio 2

Em uma sapateira irei guardar 3 sapatos, 2 chinelos e 5 ténis. Quantas sdo as disposicdes possiveis desde que

os calcados de mesmo tipo fiquem juntos, lado a lado, na sapateira?

Questio 3: (FUVEST)

O jogo da sena consiste no sorteio de 6 numeros distintos, escolhidos ao acaso, entre os nimeros 1, 2, ..., até
50. Uma aposta consiste na escolha (pelo apostador) de 6 nimeros distintos entre os 50 possiveis, sendo premiadas

aquelas que acertarem 4 (quadra), 5 (quina) ou todos os 6 (sena) numeros sorteados.

Um apostador, que dispde de muito dinheiro para jogar, escolhe 20 nimeros e faz todos os 38.700 jogos pos-
siveis de serem realizados com esses 20 nimeros. Realizado o sorteio, ele verifica que todos os 6 nimeros sorteados

estao entre o0s 20 que ele escolheu. Além de uma aposta premiada com a sena:

a. Quantas apostas premiadas com a quina esse apostador conseguiu?



b. Quantas apostas premiadas com a quadra ele conseguiu?

Questio 4

Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra CALOUROS, de maneira que sempre haja a pre-

senca da sequéncia OURO, nesta ordem, e as letras C e S nunca estejam juntas qualquer que seja a ordem?

Questio 5

Uma rede é formada de triangulos equildteros congruentes, conforme a representacao abaixo.

Uma formiga se desloca do ponto A para o ponto B sobre os lados dos triangulos, percorrendo X caminhos

distintos, cujos comprimentos totais sdo todos iguais a d.

Sabendo que d corresponde ao menor valor possivel para os comprimentos desses caminhos, determine o

valor de X.

Aspectos pedagodgicos

Respostas das questdes objetivas sugeridas
Respostas e comentarios das questdes discursivas sugeridas:

Questao 1:

Se ndo houvesse a restricao das duas proteinas, o calculo seria simplesmente C, :
10! 10x9x8x7x6x5! 30240
= = =C

= 105 105 =
5!(10-5)! 5Ix5!
Mas como ha tal restricdo, devemos descontar deste total o nimero de pratos que s6 contém carboidratos,

= Cyp5 =252

10,5

queéigualaC,
6! 6x5! 6
=—=C.,=—>=C.=—=C,. =6
5/(6-5)! 5Ix1! 1 '
Nao podemos nos esquecer de que também podemos montar pratos contendo apenas um item de proteina,

6,5
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entdo devemos desconsidera-los também. Estes pratos sdo o produto de C_,, referentes aos quatro itens de carboi-

64"

drato, por C4,1' referentes ao Unico item de proteina:
6! 6x5x%x4! 30
C,=—= = =—=C_,=15
“al6-4) T Y 4lx2l sa =g e
4 _4x3l -4
T EE (TR TV i

Multiplicando as combinagdes:
G, xXC,; =15X4 =60

Podemos formar entao 6 pratos sem qualquer item de proteina e mais 60 pratos com somente um item de
proteina. Entdo de 252 que é o nimero total de combinag¢des possiveis sem a restricdo, devemos subtrair 66 pratos

para obtermos a resposta do exercicio, ou seja, 186.

Poderiamos ter resolvido este exercicio de outra maneira. Vamos explicar como e dar o resultado, mas o desen-
volvimento em si vocé mesmo devera fazer, para que consiga fixar melhor os conhecimentos adquiridos. Por favor,

ndo deixe de fazé-lo.
Oproduto C,.C,,=20.6=120nos da o total de pratos contendo 3 itens de carboidrato e 2 itens de proteina.
JaoprodutoC,,.C, ,=15.4=60 ¢igual ao total de pratos contendo 2 itens de carboidrato e 3 itens de proteina.

Por fim o produto C,, . C,, = 6. 1 = 6 resulta no total de pratos contendo 1 item de carboidrato e 4 itens de

proteina.
Somando 120, 60 e 6, obtemos 0 mesmo resultado obtido anteriormente.

Portanto o nimero maximo de pratos distintos que poderei fazer, contendo ao menos dois itens de proteina,

éigual a 186 pratos.

Questao 2:
Como temos trés tipos de calcados, a permutacdo destes trés tipos é igual a 6:
P,=3!=3.2.1=6

Ou seja, estando todos os calcados de um mesmo tipo juntos, o nimero de permutagdes é igual a 6, levando-

-se em consideracdo apenas o tipo de calcado, mas ndo o calcado em si.
Para os sapatos, temos 3 deles — que, permutados entre si, resultam em 6 permutagoes:
P,=3!=3.2.1=6
Para os chinelos, temos 2 pares — que, permutados entre si, resultam em 2 permutacoes:
P,=21=2.1=2
Finalmente para os ténis, temos 5 pares — que, permutados entre si, resultam em 120 permutacoes:
P,=5!=5.4.3.2.1=120
Multiplicando estes quatro nimeros temos:

P,.P,.P,.P,=31.31.21.5/=6.6.2.120 = 8640
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Este é o numero de disposi¢des possiveis.

Veja que os trés Ultimos fatores (P,, P, e P,) se referem as permutaces dos sapatos, chinelos e ténis, respectiva-

mente entre eles mesmos, sem haver mistura de tipos de calcados.

Note, no entanto que o primeiro fator (P,) se refere as permutages entre os tipos de calcados em si, por exem-
plo, “sapatos, chinelos, ténis”é um agrupamento e “chinelos, ténis, sapatos” é um outro agrupamento, ou seja, embora

nao haja mistura entre calcados de tipos diferentes, os tipos de calcados como um todo permutam entre si.

Portanto as disposi¢des possiveis sdo 8640.

Questao 3:

a)Para 5 nimeros da aposta temos a combinacao dos 6 numeros sorteados tomados de 5 a 5 e para o ultimo

podemos escolher qualquer um dos 20 - 6 = 14 restantes. Pelo principio multiplicativo, nossa resposta sera:
C,sx14=6x14=84

b) Agora temos 4 nimeros da aposta para a combina¢do dos 6 niumeros sorteados tomados de 4 a 4. Os 2 nu-

meros restantes serdo uma combinagao dos 14 restantes tomados de 2 a 2. Isto é: 3.5.7.13

Questao 4:

Trocando a sequéncia OURO por *, de CALOUROS passamos a ter CAL*S. Agora temos cinco caracteres, logo

devemos permuta-los para obter o nimero de anagramas:
P,=5!=5.4.3.2.1=120

Dos 120 anagramas possiveis, temos alguns que possuem ou a sequéncia CS, ou a sequéncia SC. Como des-

considera-los?
Vamos trocar a sequéncia formada pelas letras C e S, em qualquer ordem, por $. Ficamos entdo com $AL*.

Temos entao que calcular P4, mas como C e S sdo 2 letras que também permutam entre si, devemos multiplicar
P4por P2:

P,.P,=41.21=4.3.2.1.2.1=48

Atente ao fato de que no caso da sequéncia CAL*S calculamos P5, mas ndo a multiplicamos por nada, isto
porque diferentemente do que ocorre com as letras da sequéncia CS, as letras da sequéncia OURO néao sofrem per-

mutagao entre si. A sequéncia € sempre a mesma.

Entdo, dos 120 anagramas possiveis, 48 deles possuem uma das permutacgdes da sequéncia CS. Vamos portan-

to desconta-los:
120-48=72

Logo:podemos formar 72 anagramas que correspondem as condi¢des do enunciado.
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Questao 5:
Admita que cada lado horizontal de cada triangulo da figura seja H e cada lado em diagonal seja D.

Observando a figura, conclui-se que, para sair do ponto A e chegar ao ponto B, deslocando-se sobre os lados

desses triangulos e percorrendo o menor caminho, é necessario realizar um percurso total de 4H e 2D.

O numero de sequéncias formadas com essas 6 letras € igual ao nimero X de caminhos distintos. As sequén-
cias (HHHHDD) e (HDHDHH) representam dois desses caminhos. Utilizando a analise combinatéria, pode-se determi-
nar o numero de sequéncias distintas formadas com as 6 letras das seguintes maneiras:

P2 — 6! =6><5><4!=£= =%=£=15
©4lx2l 4lx2l 2 2x1 2

15 ou C2

6

Exercicios complementares

Tipos de Titulo da Material o . Divisao da Tempo
L. L. .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Essa atividade propde al-

o Cépias da guns exercicios que podem

Exercicios . L _ .

- ) folha de auxiliar na fixacdo das princi- | Duplas ou Trios -
adiciona is

atividades pais no¢oes ligadas a Andlise

Combinatoria

Aspectos operacionais

A seqguir, apresentamos alguns exercicios que podem auxiliar vocé, professor, na fixacao das principais nogoes-
ligadas a Andlise Combinatodria trabalhadas ao longo dessa unidade. Com esses exercicios sera possivel fazer com que
os alunos retenham alguns conceitos importantes, comooprincipio fundamental da contagem ou multiplicativo, a
relacdo entre a permutacgdo simples e o principio multiplicativo, a nocao de arranjo, de combinacao e de permutacao

com repeticao.

Esses exercicios foram distribuidos em uma folha de atividades — que se encontra disponivel para reproducao
no DVD do professor — que podera ser aplicada de forma fracionada ao término de cada secdo do material do aluno
ou de uma sé vez no momento reservado para a consolidacdo dos contetidos trabalhados. Vocé também podera

encontrar as solugdes desses exercicios em um arquivo no Grid de aula de seu DVD.

Quanto a realizacdo da atividade, peca que os alunos se organizem em duplas ou em trios. Mas procure dis-

tribuir uma folha de atividades para cada um, de forma que todos possam ficar com uma cépia do material, que sera
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mais uma fonte de consulta.

Dentre os exercicios propostos a seguir (e também disponiveis na folha de atividades), escolha previamente
quais exercicios se adequam melhor a realidade de sua turma e a abordagem escolhida para apresentacdo dos con-

ceitos introduzidos nessa unidade.

Exercicios sugeridos

Questao 1
O mapa a seguir representa a divisao politica do Brasil em regides. Cada uma delas deve ser colorida de modo

que aquelas com uma fronteira comum tenham cores distintas. Tendo como base essa condicdo, responda:

[
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)_/) sul |
L /7
v.me lorir.com b\\\ & 0 250 500 1000k h
w.ma orir.com.b Y /’ 5 m I

Fonte: http://www.mapasparacolorir.com.br/mapa-brasil.php

a. Quantas cores, no minimo, sdo necessarias para colorir o mapa?

b. Dispondo de cinco cores e usando-as, de quantas maneiras o mapa pode ser colorido?
c. Dispondo de cinco cores e colorindo-se as regides Nordeste e Sul com a mesma cor, de quantas maneiras o

mapa pode ser colorido?

Questio 2:(UFF)
A partir de um grupo de 6 alunos e 5 professores sera formada uma comissao constituida por 4 pessoas das

quais, pelo menos duas devem ser professores. Determine de quantas formas distintas tal comissao pode ser formada.

Questio 3: (UERJ)

Para montar um sanduiche, os clientes de uma lanchonete podem escolher:

um dentre os tipos de pao: calabresa, orégano e queijo;
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= um dentre os tamanhos: pequeno e grande;

= deum até cinco dentre os tipos de recheio: sardinha, atum, queijo, presunto e salame, sem possibilidade de

repeticdo de recheio num mesmo sanduiche.
Calcule:
a. quantos sanduiches distintos podem ser montados;

b. o numero de sanduiches distintos que um cliente pode montar, se ele ndo gosta de orégano, sécome san-

duiches pequenos e deseja dois recheios em cada sanduiche.

Questio 4: (UFRJ)

Quantos numeros de 4 algarismos podemos formar nos quais o algarismo 2 aparece ao menos uma vez?

Questio 5

Utilizando o nome COPACABANA, calcule o nimero de anagramas possiveis.

Questio 6: (UNIVALI-SC)

Formados e dispostos em ordem alfabética todos os anagramas da palavra AMOR, a palavra ROMA ocupara a:

(A) 242 posicao (B) 232 posicao (C) 202 posicao (D) 192 posicao (E) 182 posicao

Questao 7: (MIACKENZIE)

Com os diretores A,B,C, D, E, F e Gde uma empresa, podemos formar, com a presenca obrigatéria de A e B,

N comissdes de 5 diretores. O valor de N é:

(A)10 (B) 35 Q6 (D) 21 (E) 120

Questio 8: (PUC-RS)
Um centro de pesquisas conta com 6 professores pesquisadores e 8 alunos auxiliares de pesquisa. Deve ser

formado, neste centro, um grupo constituido por 5 auxiliares de pesquisa e dois pesquisadores, sendo um destes o

coordenador do grupo. O numero de escolhas possivel para a formacao deste grupo é:

(A) 86 (B) 640 (C) 840 (D) 1220 (E) 1680

Questio 9: (UFF)
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Uma empresa vai fabricar cofres com senhas de 4 letras, usando as 18 consoantes e as 5 vogais. Se cada senha

deve comecgar com uma consoante e terminar com uma vogal, sem repetir as letras, o nimero de senhas possiveis é:

(A) 3060 (B) 24480 (C) 37800 (D) 51210 (E) 73440

Questio 10: (PUC)

O campeonato brasileiro tem, em sua primeira fase, 28 times que jogam entre si. Nesta etapa, o nimero de

jogos é de:

(A) 376 (B) 378 (C) 380 (D) 388 (E) 396

Aspectos pedagogicos:

Depois que os alunos concluirem o conjunto de exercicios que vocé escolheu aplicar, procure discutir as so-

lucdes apresentadas, valorizando cada estratégia, mesmo que esta ndo tenha conduzido a uma resposta verdadeira.

Procure incentivar os alunos a executar tais exercicios sem a sua intervencao. Isso pode favorecer o desenvol-

vimento da autonomia dos alunos no que diz respeito a habilidade de resolver problemas.
Respostas e comentarios dos exercicios sugeridos
1.

a. Observando o mapa dado, podemos verificar que o nimero maximo de regides adjacentes entre si é igual
a trés (Norte, Centro-Oeste e Nordeste ou Centro-Oeste, Sudeste e Nordeste ou Centro-Oeste, Sudeste e Sul). Logo
0 numero minimo de cores que devemos ter para pintar tal mapa sem que regides adjacentes tenham a mesma cor

serdigual a 3.

b. Se dispusermos de cinco cores e todas forem utilizadas na pintura do mapa, entdo cada regido sera pintada
com uma das cinco cores. Assim o nimero de maneiras desse mapa ser colorido, nessas condicdes, é igual a5 x4 x 3

x 2 x 1 =120 (basta utilizar o principio multiplicativo).

c. Dispomos de cinco cores e as regides Nordeste e Sul serao coloridas com a mesma cor. A cor usada na regiao
Nordeste ndo podera ser usada para pintar as regides adjacentes a ela (Norte, Centro-oeste e Sudeste), justamente
as trés regides que sobraram. Logo para pintar as regiées Nordeste e Sul dispomos de 5 cores (5 possibilidades). Uma
vez pintadas as regides Nordeste e Sul, para a regido Norte, por exemplo, sobrariam apenas 4 possibilidades de cores
a escolher. Uma vez pintadas as regides Nordeste, Sul e Norte, sobrariam apenas 3 possibilidades de cores a esco-
Iherpara a regido Centro-oeste. Uma vez pintadas as regides Nordeste, Sul, Norte e Centro-oeste, sobrariam apenas
3 possibilidades de cores a escolherpara a regido Sudeste (a cor da regido Norte pode ser usada na regiao Sudeste ja
que estas ndo sao adjacentes). Assim temos que o nimero de maneiras desse mapa ser colorido, nessas condi¢des, é

igual a 5 x4 x 3 x 3 =180 (basta utilizar o principio multiplicativo).

2. Nesse caso € mais simples determinar o numero de comissdes possiveis retirando do numero total de comis-

sdes de quatro pessoas formadas a partir de um grupo de onze pessoas, o nUmero de comissdes contendo apenas um
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professor e o nimero de comissées formadas apenas por alunos. Dessa forma, temos:
* 0o numero total de comissdes de quatro pessoas formadas a partir de um grupo de onze pessoas: C .
* o numero de comissées contendo apenas um professor: 5x C_..

* o numero de comissées formadas apenas por alunos: C,,.

(Obs.: Se tratam de combinac¢des uma vez que a ordem dos elementos nao importa para a formagao das co-

missoes.)
Assim, o nimero de comissdes possiveis é igual a:
CLi—(6xC,+C;)=330-(5x20+15)=330-(100+15) =330 - 115 =215.
3.

a. O numero de sanduiches distintos que podem ser montados, nessas condic¢des, é o resultado da multipli-
cacao das possibilidades de escolha do tipo do pédo, do tamanho do pédo e do nimero de combinacdes possiveis de

recheios (principio multiplicativo). Assim, temos:
= numero de possibilidades de escolha do tipo pao: 3.
= numero de possibilidades de escolha do tamanho do pao: 2.
* numero de combinagbes possiveis de recheios: C, +C,,+C,, +C,, +C, . =31.

Assim, o nimero de sanduiches distintos que podemos obter, nessas condicdes, é igual a: 3 x 2 x 31 = 186.

b. O numero de sanduiches distintos que podem ser montados, nessas condicdes, é o resultado da multipli-
cacao das possibilidades de escolha do tipo do pao, do tamanho do pao e do nimero de combinagdes possiveis de

recheios (principio multiplicativo). Assim, temos:
= numero de possibilidades de escolha do tipo pao: 2.
= numero de possibilidades de escolha do tamanho do pao: 1.

= numero de combinag¢bes possiveis de recheios: C_, = 10.
Assim, o nimero de sanduiches distintos que podemos obter, nessas condicdes, é igual a: 2 x 1 x 10 = 20.

4. Nesse caso é mais simples se determinarmos a quantidade de nimeros de 4 algarismos e retirar deste a

quantidade de numeros de 4 algarismos nos quais o algarismo 2 ndo aparece nenhuma vez. Dessa forma, temos:
= aquantidade de numeros de 4 algarismos: 9 x 10 x 10 x 10 = 9000.

= aquantidade de nimeros de 4 algarismos nos quais o algarismo 2 ndo aparece nenhuma vez: 8 x9x 9x 9 =5832.
(Obs.: Em um numeral de 4 algarismos, o primeiro — das unidades de milhar - ndo podera ser igual a 0.)

Assim, o numero de numerais de 4 algarismos que podemos formar nos quais o algarismo 2 aparece ao menos
uma vez é igual a: 9000 - 5832 = 3168.

5. Trata-se de uma permutacao com repeticao, de modo que as letras O, P, B e N ndo se repetem, a letra C se
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repete duas vezes e a letra A quatro vezes. Assim, temos:
24 100 10x9x8x7x 8> x5x A x Fx I x1

PV Ux1Ix AxFx7x1

=10x9x8x7x3x5=75600.

6. Primeiro é preciso verificar que a palavra ROMA corresponde a ultima palavra quando os anagramas sao dis-
postos em ordem alfabética. Depois basta determinar o numero de anagramas que podem ser formados a partir das

letras da palavra AMOR, que serdo: 4 x 3 x 2 x 1 = 24. Logo a palavra ROMA ocupara a 242 posi¢ao na listagem. Letra A.

7. Nesse caso, como A e B devem necessariamente compor a comissao, resta determinar quais serdo os possiveis
grupos de trés individuos que poderdao compor a comissdo juntamente com A e B. Para isso, podemos escolher dentre C,

D, E, F e G esses trés membros. Assim, o nimero N de comissdes possiveis serd igual a C_, = 10. Letra A

8.Para a escolha dos dois professores pesquisadores que irdo compor o grupo de pesquisa, temos 6 opgoes e para

a escolha dos cinco alunos auxiliares temos 8 op¢des. Assim, temos que:

= o numero de duplas de pesquisadores sera igual a: A6,2 (nesse caso, se trata de um arranjo ja que um deles

sera coordenador e outro nao, logo a ordem interfere na composicao da dupla).

= o numero de grupos de 5 auxiliares serd igual a: C8,5.
Entdo, o numero de escolhas possivel para a formacao deste grupo é: A6,2x C8,5=30x 56 = 1680. Letra E.

9.0 numero de senhas distintas que podem ser montadas, nessas condigdes, é o resultado da multiplicagao das

possibilidades de escolha de cada um de seus quatro digitos (principio multiplicativo). Assim, temos:
= numero de possibilidades de escolha do primeiro digito: 18 (apenas consoantes).
= numero de possibilidades de escolha do quarto digito: 5 (apenas vogais).
= numero de possibilidades de escolha do segundo digito: 21 (das 23 letras disponiveis, duas ja foram usadas).

= numero de possibilidades de escolha do segundo digito: 20 (das 23 letras disponiveis, trés ja foram usadas).

Assim, o numero de senhas distintas que podemos obter, nessas condi¢des, é igual a: 18 x 21 x 20 x 5 = 37800.
Letra C.

10. Cada jogo consiste no confronto de 2 dos 28 times. Assim, o nimero de partidas dessa fase é igual a: C,, =
378. Letra B.
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Volume 2 ® Médulo 4 ¢
Expansao:
Probabilidade
Parte I

André Luiz Cordeiro dos Santos, Gabriela dos Santos Barbosa, Josemeri Araujo Silva

Rocha (coordenadora) e Luciane de Paiva Moura Coutinho

Indvoduco

A unidade Probabilidade 2, da expansao do material do aluno, inicia a abor-
dagem do tema a partir de um didlogo entre dois amigos sobre espaco amostral,
evento e probabilidade nos jogos. O didlogo resgata um pouco do que foi discu-
tido a respeito do tema nas aulas anteriores, e os exemplos utilizados tratam das
maneiras de descobrir, no langamento de dois dados, a probabilidade de a soma

dos numeros das faces ser igual a 6 ou um nimero multiplo de 3.

Preparamos para vocé, professor, um material complementar, cujo objeti-
vo é apresentar atividades que ajudem a enriquecer a abordagem dos objetivos

de aprendizagem deste médulo, que sdo os seguintes:

= Resolver problemas que envolvem probabilidade da unido de eventos;
= Probabilidade de eventos complementares;

= Descrever o conceito de probabilidade condicional.

A nossa sugestao é que a primeira aula dessa unidade se inicie com uma
atividade disparadora, para a qual apresentamos uma proposta: a atividade Ex-
plorando o jogo do méaximo, que convidard os alunos a fazer duas atividades on
line relacionadas a um jogo, chamado jogo do maximo, que envolve o conceito
de probabilidade.

Para a Secdo 1, temos quatro sugestdes de atividade. Em Quais sdo suas
chances?, os alunos refletirdo sobre algumas questées envolvendo probabilida-
de. Na atividade Feliz aniversario!, eles refletirdo sobre uma situagdo corriquei-
ra envolvendo datas de aniversario e probabilidade. A atividade Reconhecendo

problemas de probabilidade condicional cria condi¢des para que os alunos con-
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sigam identificar a principal caracteristica de um problema que envolve o célculo
de uma probabilidade condicional. E, para fechar esta secao, temos a atividade A
escolha da porta certa, onde os alunos terdo a oportunidade de calcular a proba-
bilidade de ganhar um prémio na brincadeira chamada Porta dos Desesperados.

Para a Secdo 2, trazemos a atividade O jogo de roletas, que propde a dis-
cussao dos principais conceitos associados a probabilidade da unido de eventos
e a probabilidade condicional. E na atividade Féormulas: usa-las ou nao usa-las?
Eis a questao!, os alunos terdao a oportunidade de refletir sobre as possibilidades
de apresentar solu¢des distintas para um mesmo problema, usando féormulas ou

nao.

Por fim, aconselhamos que a ultima aula desta unidade seja dividida em
dois momentos. O primeiro deve ser dedicado a uma revisao geral do estudo re-
alizado, consolidando o aprendizado do aluno a partir da retomada de questoes
que surgiram durante o processo. Ja o segundo consiste num momento de avalia-
¢ao do estudante, priorizando questionamentos reflexivos que complementem

as atividades e exercicios resolvidos durante as aulas.

A descricdo e o detalhamento das atividades sugeridas estdo nos textos e

tabelas a seguir



Apresentacao da unidade do material do aluno

Caro professor, apresentamos, abaixo, as principais caracteristicas desta unidade:

Estimativa de aulas para

Disciplina .
essa unidade

- Probabilidade
Matematica 2 4 4 aulas de 2 tempos
Parte Il

Titulo da unidade Tema

Probabilidade - Parte 2 Probabilidade

Objetivos da unidade

Resolver problemas que envolvem probabilidade da unido de eventos.;

Probabilidade de eventos complementares;

Descrever o conceito de probabilidade Condicional.

Paginas no material do

aluno
Para inicio de conversa... 177 a 178
Secdo 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e resolver alguns problemas di- e
a

ferentes !12?

Secdo 2 - Vamos rever alguns problemas de uma manei-ra diferente !!!2? 184 a187
Veja ainda... 188

O que perguntam por ai? 191a192

Em seqguida, serdo oferecidas as atividades para potencializar o trabalho em sala de aula. Verifique a correspon-

déncia direta entre cada secdo do Material do Aluno e o Material do Professor.
Serd um conjunto de possibilidades para vocé, caro professor.

Vamos 4!
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Recursos e ideias para o Professor

Tipos de Atividades

Para dar suporte as aulas, seguem os recursos, ferramentas e ideias no Material do Professor, correspondentes

a Unidade acima:

9 ¢0 ¢

Atividades em grupo ou individuais

Sédo atividades que sdo feitas com recursos simples disponiveis.

Ferramentas

Atividades que precisam de ferramentas disponiveis para os alunos.

Applets

Sdo programas que precisam ser instalados em computadores ou smart-phones disponiveis

para os alunos.

Avaliacao

Questbes ou propostas de avaliacdo conforme orientacdo.

Exercicios

Proposicdes de exercicios complementares




Tipos de

Atividades

Secao 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e

Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descri¢ao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Explorando
ojogodo

maximo

Computador
com acesso
ainternet e

Datashow

Os alunos fardo duas
atividades on line relacio-
nadas ao jogo do maximo,
que envolve o conceito de

probabilidade

Duplas ou con-
forme a dispo-
nibilidade de
computadores

na escola

2 tempos de
40 minutos

resolver alguns problemas diferentes !11??

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Pdginas no material do aluno

179a 184

Tempo

Turma

Estimado

Quiais sao suas

chances?

Computadores
com acesso
ainternete

Datashow ou
quadro negro,
caneta, lapis,
borracha e ca-

derno.

Os alunos refletirdo sobre
algumas questdes envolven-
do probabilidade

Grupos de até

4 alunos.

2 tempos de

40 minutos

Feliz

aniversario!

Computadores
com acesso
ainternete

Datashow ou
quadro negro,
caneta, lapis,
borracha e ca-

derno.

Os alunos refletirdao sobre
uma situagao corriqueira
envolvendo datas de aniver-

sario e probabilidade.

Grupos de até

4 alunos.

2 tempos de

40 minutos
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Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

A atividade cria condi-

Uma ficha de :
o ¢oes para que os alunos
Reconhecendo | atividades . ) -
consigam identificar a
problemasde | comoaque o .
. principal caracteristica 2 tempos de
probabilidade segue no Duplas .
. ) de um problema que envol- 40 minutos
condicional pendrive para :
ve o calculo de uma proba-
cada dupla. » o
bilidade condicional.
Os alunos terdo a oportuni-
Copias da dade de calcular a probabili-
A escolha da o . Grupos de 4 2 tempos de
folha de ativi- | dade de ganhar um prémio, .
porta certa ) . ou 5 alunos 40 minutos
dades. numa brincadeira chamada

Porta dos Desesperados.

Secao 2 - Vamos rever alguns problemas de uma

Tipos de
Atividades

maneira diferente 111??

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

184 a 187

Tempo
Estimado

60

O jogo de
roletas

Copias da
folha de

atividades

A atividade propoe a discus-
sdo dos principais conceitos
associados a probabilidade
da unido de eventos e a pro-

babilidade condicional.

Duplas ou
grupos com 4

componentes

2 tempos de

40 minutos




Tipos de
Atividades

Tipos de
Atividades

Titulo da

Atividade

Férmulas:

usa-las? Eis a

questao!

usa-las ou ndo

Material
Necessario

Folhas de
tamanho A4

para célculos

Descricao Sucinta

A atividade dd aos alunos
a oportunidade de refletir
sobre as possibilidades
que temos de apresentar
solugdes distintas para um
mesmo problema, usando

formulas ou nao.

Divisao da
Turma

Duplas

Tempo
Estimado

2 tempos de

40 minutos

Titulo da
Atividade

Material

Necessario

Avaliacao

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo

Estimado

Avaliacdo da
Unidade

Folha de
atividades, ma-
terial do aluno,

lapis/caneta.

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para
a unidade dividido em duas
etapas. A primeira consiste
num registro de aprendiza-
gens e a segunda, de ques-
toes objetivas e dissertati-
vas, a serem escolhidas de

acordo com as necessidades

do professor.

Individual

40 minutos
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Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
L. L. L. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado
Os alunos fardo duas Duplas ou con-
Computador o . . )

Explorando atividades on line relacio- | forme a dispo-

. com acesso . . . 2 tempos de

ojogodo . nadas ao jogo do maximo, | nibilidade de .

. ainternete . 40 minutos

maximo que envolve o conceito de | computadores
Datashow »
probabilidade na escola

Aspectos operacionais

Prezado professor, peca que os alunos se dividam em dupla e que cada dupla escolha um computador para
utilizar. Se a quantidade de computadores nao for suficiente para que os alunos se organizem desta maneira, uti-
lize um notebook e um Datashow, fazendo uma atividade coletiva em sala de aula. Desta forma, vocé pode cha-
mar algumas duplas para participar da atividade enquanto os outros observavam e discutem as possiveis solucoes.
Para dar inicio a atividade, peca aos alunos que acessem o link http://m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/sof-

tware/1237/mapa.html. Caso esteja utilizando o computador com Datashow, acesse o link vocé mesmo.

Na atividade 1 é feita uma investigacao inicial do jogo do maximo a partir de simulagdes. Ja o objetivo da ativi-
dade 2 é desmistificar o jogo. Antes de tudo, comece explicando as regras aos seus alunos. No jogo do méximo, duas
pessoas jogam. A primeira delas lanca dois dados de uma sé vez. Se o valor maximo que aparecer em qualquer um
dos dois dados estiver entre 1 e 4, ela vence. No entanto, se o maior valor a aparecer nos dados for 5 ou 6, entdo é o

seu adversario, o segundo jogador, quem vence.
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Atividade 1

Primeiramente, os alunos fardo simulacdes para investigar o jogo. No préprio software ha instrucées de como
operar o simulador, como podemos ver na tela abaixo:

° M

Explorando o Jogo do Maximo - Investigando o Jogo Mapa Introducdo Inicio

1 Osimulador ao lado permite realizar jogadas como se
c i ] 0 3 Dado1 | Dado2 Freqiiéncia da Maior Face
fossem dados reais. Os nimeros obtidos nas simulagbes --m q
2 serdo registrados na forma de tabelas e de graficos,
situados ao lado do simulador.

4 | Instrugdes

- Ao clicar o botdo "Fazer | jogada", vocé langard os
dois dados de uma vez. Clicando o botdo "Fazer

10 jogadas", os dados serdo langados dez vezes. N —
Para apagar os regisiros das jogadas simuladas e 1.2 3 456
comecar tudo novamente, bastar clicar o botdo . -

et % " Freqiiéncia do Vitorioso
'"Zerar Registros".

- Para se habituar a essa ferramenta, faca algumas
_jogadas e observe que os resultados aparecerdo
registrados na tabela e nos grdficos ao lado.

Quando sentir que jd entendeu como tudo
funciona, apague os registros e passe para as
questdes a seguir.

e
Primeiro Segundo

Total Jogadas: 0
Jogador Jogador

Fazer 1 jogada Fazer 10 jogadas Zerar registros |

Apos as simulagdes os alunos deverao responder a duas questoes. Em seguida, é possivel
conferir os resultados.

A primeira atividade é composta por 4 etapas. Na primeira etapa, os alunos farao 10 simu-
lacdes. Na segunda etapa, pelo menos 30 simulagdes e, na terceira etapa, 100 simulagdes. Apds as
simulagdes, os alunos responderao algumas questdes. Na quarta e ultima etapa, os alunos serzo

convidados a fazer uma reflexdo a respeito do jogo.

Atividade 2

Nessa atividade, o aluno vai tentar descobrir por que o segundo jogador, embora tenha apenas duas faces a
seu favor, vence o jogo mais frequentemente que o primeiro, como visto na Atividade 1.

L
Explorando o Jogo do Maximo - Desmistificando o jogo T (e o
1 Conforme vocé pade perceber na Atividade 1, o segundo
Jogador, embora tenha apenas duas faces a seu favor,
2 vence o jogo mais frequentemente que o primeiro. Mas por
que serd que isto acontece?

4 Aferramenta ao lado permite que vocé registre a maior
face obtida no langamento de dois dados.

Instrugdes 1° Dado 2° Dado

- Cligue o botdo “Jogar dados”.

- O resultado do primeiro dado é indicado por um . .
tridngulo ao lado da linha correspondente
(horizontal). Jd o resultado do segundo, pelo
tridngulo acima da coluna correspondente
(vertical). Vocé deve preencher a dnica célula para

nidmero que tiver aparecido nos dados.
- Uma vez preenchida, essa célula adquire uma cor

diferente, de acordo com o jogador que venceu
aquela jogada: azul claro para o primeiro jogador

e escuro para o segundo.
i o Jogar dados Apagar Selegio Zerar Tabela
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Na primeira etapa desta atividade, os alunos deverdo preencher uma tabela. Na segunda e terceira etapa, os
alunos deverao responder questdes relacionadas a tabela preenchida anteriormente. Por fim, os alunos deverao res-

ponder a algumas questdes refletindo sobre o jogo.

Aspectos pedagodgicos

Os jogos despertam muito interesse nas pessoas. Os jogos com dados, em particular, sao praticados pela hu-
manidade ha muito tempo. Eles fazem parte dos chamados “jogos de azar”, cuja analise deu origem aos primeiros

estudos sobre probabilidade na Matematica.

Essa primeira atividade é extremamente rica, uma vez que, além de iniciar o estudo dessa unidade sobre pro-
babilidade de forma interativa, ela permite ao aluno refletir que nem sempre uma situacao aparentemente favoravel
para um determinado jogador (o jogador 1 ganha se o resultado for 1, 2, 3 ou 4 - 4 possibilidades - enquanto o jogador
2 ganha apenas se os resultados forem 5 ou 6 - 2 possibilidades) ndo sera favoravel de fato. Podemos perceber isso

mais claramente na tabela a seguir:

N
o
Q
o]
&

== - |
]
Rl - |

i

[0} B4 1) 0 0
Pl EIEEEE

Nesta tabela, que pode ser encontrada na Atividade 2, podemos perceber que ha 20 resultados com 5 ou 6,
favordaveis ao segundo jogador, enquanto ha apenas 16 resultados com 1, 2 3 ou 4, favoraveis ao primeiro jogador. Isso
faz com que o segundo jogador tenha mais chances de ganhar do que o primeiro jogador. Nessa atividade, procure

explorar junto com o seu aluno a ideia de chance de ganhar o jogo e o por qué de nao serem igualmente distribuidas.



Secao 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e Pdginas no material do aluno

resolver alguns problemas diferentes !1?? 1792184

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Computadores
Com acesso

ainternete

o Os alunos refletirdo sobre 5
Quiais sao suas | Datashow ou y Grupos de até | 2 tempos de
algumas questoes envolven-

chances? quadro negro, » 4 alunos. 40 minutos
do probabilidade

caneta, lapis,
borracha e ca-

derno.

Aspectos operacionais

Professor, leve os alunos para o laboratério de informatica, peca que se dividam em grupos de até quatro
pessoas e que cada grupo escolha um computador para trabalhar. Em seguida, peca que acessem o link http://www.
planetseed.com/pt-br/mathpuzzles/quais-sao-suas-chances . Caso tenha dificuldades em acessar o laboratério de

informatica, vocé pode passar as questdes no quadro e pedir que os grupos resolvam as questdes. Em seguida, peca
que alguns grupos apresentem as solucdes encontradas e faca uma explanacao articulando estas solucées com as
solugdes corretas.

A idéia é fazer com que os alunos reflitam e respondam as seguintes questoes:

1. Sevocé jogar um par de dados, qual é a probabilidade de conseguir com que a soma de duas faces viradas
para cima seja igual a 2?7

2. E se novamente jogar o par de dados, qual é a probabilidade de conseguir com que a soma de duas faces
viradas para cima seja igual a 7?7

Por que sao diferentes?

No caso de a atividade ser realizada no laboratério de informatica, os alunos poderdo, apés a resolucao, clicar

em Confira nossa solucao para verificarem se acertaram.
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Aspectos pedagodgicos

Professor, € interessante construir com a turma as possibilidades de solu¢do dos questionamentos. Apresenta-

MOos a seguir, uma sugestao para esta construcao:

1111112121222 (2|3(3|3|3|3|3(4(4|4|4|4|4[5|5|5|5|5|5|6|6[6[6]|6]|6

112|3(4(5|6|1]12|3[4|5(6|1(2]|3|4|5|6(1[2]|3|4|5|6|1|2|3|4|5|6|1|2(3(|4]|5]|6

Veja que existem 36 resultados possiveis. Um desses, mostrado em verde, é aquele cuja soma é igual a 2, ou
seja, aquele em que cada um dos dados apresenta o nimero 1 na face superior. Assim, a probabilidade de se conse-
guir soma 2 é de 1/36.

Seis das 36 possibilidades, mostradas em vermelho, somam 7. Assim, a probabilidade de se conseguir soma 7
éde 6/36=1/6.

Agora, reflita com a turma por que as probabilidades sdo diferentes, uma vez que, s6 hd uma unica possibili-
dade da soma resultar 2, enquanto ha seis possibilidades para a soma dos nimeros mostrados nas faces superiores

dos dados ser 7.

Secao 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e Pdginas no material do aluno
resolver alguns problemas diferentes !!2? 179a184

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
Atividades Atividade Necessario Descrigdo Sucinta Turma Estimado
Computadores
Com acesso
ainternete Os alunos refletirdo sobre
Feliz Datashow ou uma situagao corriqueira Grupos de até | 2 tempos de
g aniversario! quadro negro, | envolvendo datas de aniver- 4 alunos. 40 minutos
caneta, lapis, sario e probabilidade.
borracha e ca-
derno.

Aspectos operacionais

Professor, leve os alunos para o laboratério de informética, peca que se dividam em grupos de até quatro
pessoas e que cada grupo escolha um computador para trabalhar. Em seguida, peca que acessem o link http://www.

planetseed.com/pt-br/mathpuzzles/feliz-aniversario. Caso o laboratério nao esteja disponivel, vocé pode realizar a
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atividade com papel e lapis, quadro e caneta.
Essa atividade sera composta por 3 etapas:
12 etapa:
Peca que os alunos reflitam sobre as situacdes propostas:

Vocé ja notou que muitas pessoas fazem aniversario no mesmo dia que vocé? Com apenas 366 datas possiveis
para aniversariar e mais de 6 bilhdes de pessoas no mundo, deve haver um monte de pessoas fazendo anos no seu
dia. Mas se vocé estivesse dentro de uma sala com algumas pessoas, qual é a probabilidade de haver ao menos duas

delas fazendo aniversario no mesmo dia?
2a etapa:
Quantos alunos ha em sua classe? Existem muitos aniversarios em comum?

Professor, para responder a essas perguntas, peca para que cada um diga a data do seu aniversario e verifique

se ha aniversarios em comum.
32 etapa:
Por fim, peca para que os alunos resolvam algumas situacoes:

Quantas pessoas vocé acha que deveria haver na sala para termos uma boa chance de, no minimo, duas delas

fazerem aniversario no mesmo dia?

Em outras palavras, quantas pessoas sao necessarias para que a probabilidade de um aniversario em comum

seja maior que 50%? De quantas pessoas vocé precisa para a probabilidade ser maior que 90%?

Aspectos pedagoégicos

Professor, essa é uma atividade interessante para realizar em sala, pois envolve a data de aniversario e todos

gostam de dizer quando irdo comemorar mais uma primavera.

Uma maneira de resolver esse problema é analisa-lo ao contrario e pensar qual a probabilidade de nao haver
nenhuma coincidéncia em um grupo de determinado tamanho. Suponha uma sala em que ha apenas uma pessoa.
Neste caso, ndao ha possibilidades de aniversarios em comum, ja que para haver coincidéncia de aniversarios sao ne-
cessarios, no minimo, dois aniversariantes. A probabilidade de nao haver coincidéncias nesse caso é 1, pois eventos
considerados certos tém a probabilidade de 1. No outro extremo, com 367 pessoas na sala, é certo que havera pelo

menos um aniversario em comum, ja que, nesta situacao, ndo haverd datas diferentes disponiveis para todos.

Imagine agora que uma segunda pessoa entrou na sala. A probabilidade de essa pessoa ndo ter o mesmo
aniversario do primeiro ocupante da sala é 365 /366 - ou 0,997 - pois apenas uma dentre as 366 datas de aniversa-
rio coincidird com a do primeiro ocupante. Agora, se as duas primeiras pessoas na sala tiverem datas de aniversario
diferentes e uma terceira pessoa entrar, havera dois dias ocupados — portanto, a probabilidade de ndo haver compar-
tilhamento entre os trés é de 1 * 365 /366 * 364 / 366 = 0,992, que ainda é mais de 99%. Entdo, com 2 ou 3 pessoas na

sala, ha menos de 1% de chance de um aniversario em comum.

Vocé pode continuar a calcular as chances de ndo ter um aniversario em comum para qualquer nimero de pessoas:
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1%365/366*364/366*363 /366 *362/366 ..

As coisas mudam rapidamente a medida que o nimero de pessoas aumenta. Com 10 pessoas ha sala, ainda ha
mais de 10% de chance de uma coincidéncia. Quando ha 23 pessoas na sala, a chance de um aniversario em comum

é levemente maior de 50%, e aumenta para mais de 90% com 41 pessoas.

Essa atividade pode ter um desdobramento pratico. Peca para que os alunos realizem uma enquete com outras
turmas na escola perguntando a data de nascimento de cada um. Apds recolher essas informacgdes, tente confirmar

experimentalmente os célculos realizados anteriormente de maneira tedrica.

Secao 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e

Pdginas no material do aluno

resolver alguns problemas diferentes !11?? 179a184

Titulo da Material Divisao da

Atividade

Tempo
Estimado

Tipos de
Atividades

Descricao Sucinta

Necessario Turma
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Uma ficha de A atividade cria condi-
Reconhecendo atividades ¢oes para que os alunos
problemasde | comoaque consigam identificar a
. o . 2 tempos de
probabilidade segue no principal caracteristica Duplas .
o . 40 minutos
condicional pendrive para | de um problema que envol-

cada dupla. ve o cdlculo de uma proba-

bilidade condicional.

Aspectos operacionais

O objetivo desta atividade é criar condi¢des para que os alunos consigam identificar a principal caracteristica
de um problema que envolve o calculo de uma probabilidade condicional: saber que um evento B ocorreu pode nos

ajudar a avaliar a probabilidade de ocorréncia de um evento A.

Inicialmente vocé pode estabelecer com a turma um didlogo, levantando os seguintes questionamentos: Sa-
ber que o primeiro filho de um casal € menino muda a chance do segundo filho deste mesmo casal ter um segundo
filho do sexo feminino? Em que tipo de situacao saber de uma informacédo a mais altera nossa avaliacao da probabi-

lidade de um evento ocorrer?

Em seguida, distribua uma ficha como a que segue no Pendrive para cada dupla e peca aos alunos que, orga-
nizados em dupla, tentem resolver os problemas ali propostos. Quando eles concluirem, peca-lhes que exponham

seus raciocinios.



Aspectos pedagodgicos

Professor, nossa sugestdo aqui é que, quando os alunos expuserem suas solugées, vocé faca uma leitura cole-
tiva dos problemas procurando compara-los. Inicialmente leia e compare os problemas 1 e 2. Embora o contexto seja
0 mesmo - a extracdo de uma carta de um baralho - qual a diferenca entre um e outro? Os alunos precisam entender
que, no primeiro problema, o espaco amostral é formado pelas 52 cartas e, como sdo 4 reis, a probabilidade desejado
é 4/52 ou 2/13. J4 no segundo, o fato de sabermos que a carta retirada era vermelha nos leva a restringir o espaco
amostral a 26 elementos. Para resolvermos este problema, devemos saber que as cartas vermelhas sdo de dois naipes
distintos: copas e ouro. Outra informagao importante é que a quantidade de cartas em cada naipe é a mesma: 13

cartas. Assim temos 26 cartas vermelhas e, destas, duas sao reis: o rei de ouro e o rei de copas.

Apos estas informacodes, podemos calcular a probabilidade pedida. Mais uma vez, é importante ajudar os alu-

nos a visualizar e definir os eventos envolvidos na situacao:
V = sair uma carta vermelha

R = sair rei
Logo, P(R/V)=M=i=i
n(v) 26 13
Nos problemas 3 e 4, caso nenhuma dupla apresente o diagrama de arvore em suas solucdes, é importante
construi-lo o e valoriza-lo junto aos alunos, mostrando que este é um esquema de simples construcdo e bastante
intuitivo. Estabelecendo e usando esta forma de registro dos dados, os alunos podem avancar no processo de cons-

trucado dos principais conceitos associados ao calculo das probabilidades.

No problema 3, ao retirarmos a 12 peca, temos duas possibilidades: ser boa ou ser defeituosa. Para cada uma,

ha duas possibilidades para a 22 peca retirada, que também pode ser boa ou defeituosa.

primeira bola segunda bola
boa
boa
defeituosa
boa
defeituosa
defeituosa

Para calcular estas probabilidades é importante lembrar a férmula da probabilidade condicional:
P(ANB
P(A/B)= PANB)
P(B)
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por P(B) podemos reescrever esta féormula como
P(ANB)=P(B)-P(A/B)

Assim, podemos concluir que para calcular a probabilidade em cada saida devemos multiplicar as probabilida-

des dos ramos que antecedem a saida. Por exemplo:
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P(primeira boa n segunda boa) = P(primeira boa)-P(segunda boa /primeira boa).

Agora ja é possivel preencher o diagrama com as probabilidades:

79 316
boa —» —
99 495
80 boa E
99
100 80
defeituosa —— > ——
80 495
_ 80
99 boa — , —
495
20
— defeituosa E
100 9
19
defeituosa —> —
495

Para a 22 peca ser defeituosa, temos duas possibilidades, que sdo“a 12 ser boa e a 22 ser defeituosa”ou“a 12 ser

defeituosa e a 22 ser defeituosa” A palavra “ou” tem um significado de unido entéo:

P(segunda defeituosa) = P(primeira boa m segunda defeituosa) + P(primeira defeituosa m segunda defeituosa)
19 99

—+ =
495 495 495
No problema 4, é aconselhdvel que vocé chame a atencdo dos alunos para o fato de que a informacéao que

Substituindo os valores obtemos

possuimos é da 22 peca - o que, no diagrama da érvore, significa uma informacéo a posteriori e ndo a priori. Portanto,

neste caso, a formula da probabilidade condicional é essencial. E, sendo assim, temos:

80
P(primeira boa N segunda defeituosa) 495 80
P(primeira boa / segunda defeituosa) = (p g ) —4%5 7
P(segunda defeituosa) 99 99

495



Secao 1 - Vamos lancar moedas e dados novamente e Pdginas no material do aluno
resolver alguns problemas diferentes !!?? 1792184

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

et . ‘. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Os alunos terdo a oportuni-

Cépias da dade de calcular a probabili-
A escolhada . . Grupos de 4 2 tempos de
folha de ativi- | dade de ganhar um prémio, .
porta certa . . ou 5 alunos 40 minutos
dades. numa brincadeira chamada

Porta dos Desesperados.

Aspectos operacionais:

Esta atividade foi adaptada de um roteiro de acao proposto no curso de formacao continuada para professores
de Matematica da rede estadual de ensino do Rio de Janeiro. Ela enfatiza o estudo do conceito de probabilidade con-
dicional, um assunto essencial nos estudos das probabilidades na Matematica do Ensino Médio. A situacao problema

apresentada na ficha é baseada no problema classico de A. C. Morgado: Os dois bodes.

Para comecar, professor, organize os grupos de trabalho com 4 componentes, procurando colocar num mesmo
grupo alunos com diferentes niveis de compreensédo do que foi estudado até entdo. Depois que distribuir as fichas,
vocé pode pedir aos grupos que comecem a lé-las e tentem responder os itens ali presentes. Mas, atencdo: enquanto
eles tentam fazer isso, é fundamental que vocé circule pela sala, procurando identificar as duvidas que forem surgindo
e esclarecendo-as sempre que possivel. Nesta ficha, a compreensao dos itens iniciais favorece a compreensao dos
itens finais. Se os alunos nao tiverem suas duvidas esclarecidas, poderdo perder o interesse pela atividade. E razoavel
que vocé reserve um tempo no final da aula para que os alunos exponham suas solu¢cdes, mas também permita que

0s grupos troquem ideias com vocé e entre eles mesmos ao longo de toda a aula.

Aspectos pedagodgicos

Professor, o item 1 é relativamente facil e nossa experiéncia tem mostrado que a maioria dos alunos consegue
respondé-lo sem maiores dificuldades. Considerando-se que as portas tém a mesma chance de conterem o prémio,
temos que a probabilidade de ganhar é p=1/3 e de perder é q=1-1/3=2/3. Aconselhamos apenas que vocé aproveite
esse item para reforcar a ideia de probabilidade do evento complementar, que é um dos descritores da matriz de
referéncia do Curriculo Minimo.
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No segundo item, introduzimos a ideia de probabilidade condicional. E importante levar os alunos a perceber
que, dependendo da condicao estabelecida na pergunta, o resultado da probabilidade sera alterado. Na verdade, de-
pendendo do que é perguntado, 0 espago amostral da situacdao pode se alterar. Supondo que o participante escolheu
uma porta com um monstro, o apresentador, que sabe o que esta por trads das 3 portas, devera escolher a outra porta
que contém um monstro. Logo a probabilidade do apresentador escolher essa porta é P=1 ou 100%. Ja no item 3,
como o apresentador sabe que o participante escolheu uma porta que contém um prémio, ele tera duas opgdes de

portas com monstro para abrir. Logo sua probabilidade de abrir uma porta com um monstro é P=1/2 ou 50%.

A partir do item 4, professor, é aconselhdvel que vocé relembre com seus alunos a ideia de probabilidade de
eventos independentes e sucessivos, que nos diz que, se um experimento aleatério é composto por varios eventos
sucessivos e independentes, a probabilidade de ocorréncia é o produto da probabilidades dos eventos componentes.
Note ainda que estd implicita no problema a regra do “ou” (probabilidade da unido) para eventos independentes, que
nos diz que, se A e B sdo dois eventos independentes, entdo a Probabilidade de correr o evento A ou o evento B (eis
o motivo de a regra ser chamada de regra do ou) é dada pela soma das probabilidades dos eventos. Se estas ideias
estiverem bem trabalhadas, facilmente seus alunos conseguirdo preencher corretamente a arvore do item 4, que

resumimos a seguir:

Ganha o prémio

Trocando de porta

Caso1:1/3x1=1/3

Caso2:1/3x1=1/3

A Probabilidade é de

p=1/3+1/3=2/3

Perde o prémio

Trocando de porta

Caso3:1/3x1/2=1/6

Caso4:1/3x1/2=1/6

A Probabilidade é de

p=1/6+1/6=1/3

Além disso, concluirdo que, apos o apresentador abrir a porta que contém um monstro, as chances do parti-
cipante de ganhar o prémio aumentam, que é a solucdo do item 6. Afinal, antes do apresentador abrir a porta, sua
probabilidade era de p=1/3, o que equivale a aproximadamente, 33,3%. Com a abertura da porta que contém um

monstro, intuitivamente, suas chances aumentam para p=1/2=50%.

Perceba como a construcao da arvore de probabilidades é um excelente recurso para a organizacao do pensa-
mento e para a decisdo dos célculos a serem feitos. Aqui nossa sugestdo é que vocé reflita com seus alunos sobre isso
e estimule o preenchimento da arvore proposta no item 7. Ela fica como a que segue abaixo. Se for preciso, procure

auxilia-los.
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As respostas dos itens 8 e 9, 10 sao, respectivamente p=1/12+1/12=1/6 e p=1/6 + 1/6 = 2/6 ou p =

1/3. A partir destes calculos, seus alunos poderdo ainda concluir que a probabilidade do participante ganhar o prémio

trocando de porta é o dobro da probabilidade de ganhar o prémio sem trocar, o que responde ao item 10.

Por fim, no item 11, a probabilidade procurada é p=1/12 + 1/12 = 1/6 . Aproveite este fechamento para obser-
var junto a turma que, nas condicdes e critérios apresentados pelo problema, é mais vantajoso trocar de porta. Porém
deve ficar claro que nem sempre isso é o que acontece. Afirmar que sempre é melhor trocar de porta é dizer que essa

probabilidade é 100%, o que é falso. Em geral, o critério adotado pelo apresentador na escolha da porta que contém

um monstro pode levar o participante a escolha da porta certa.

Secao 2 - Vamos rever alguns problemas de uma Pdginas no material do aluno

maneira diferente 111?? 184 a 187

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

Ao . . .. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade propde a discus-

. Cépias da sdo dos principais conceitos Duplas ou
Ojogo de ) . - 2 tempos de
folha de associados a probabilidade | grupos com 4 .
roletas . - . 40 minutos
atividades da unido de eventos e a pro- [ componentes

babilidade condicional.
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Aspectos operacionais

Nesta atividade, que é uma adaptacao de um roteiro de acdo do curso de formacao continuada para professo-
res da rede estadual do Rio de Janeiro, propomos a discussdo dos principais conceitos associados a probabilidade da
unido de eventos e a probabilidade condicional. Nela, é interessante que vocé reflita com seus alunos ndo sé sobre
as formulas que podem ser deduzidas no estudo destes assuntos, mas também sobre a possibilidade de resolvermos

problemas sem necessariamente termos que recorrer a elas.

Para comecar, professor, vocé pode organizar a turma em duplas ou grupos com 4 componentes, de maneira
que os alunos tenham afinidades pessoais e também consigam estabelecer uma parceria de trabalho, respeitando-se.
Em seguida, distribua para cada grupo uma ficha como a que segue em anexo. Antes que eles comecem a lé-la, vale
a pena um pequeno bate papo sobre jogos e, principalmente, sobre aqueles em que os jogadores utilizam roletas.
Questione-os se ja participaram de algum jogo deste tipo e onde costumam ver roletas. Em muitos jogos infanto-
-juvenis, em certos programas de auditério na televisao e em parques de diversao podemos vé-las facilmente. Estas
constatagdes ajudarao os alunos a se aproximarem do contexto das situagdes problema que sao apresentadas na
ficha.

Depois disso, vocé pode pedir aos alunos que leiam atentamente as fichas, tentem resolver os problemas e,
quando concluirem, proponha uma correcao coletiva. Faca uma grande roda e dé oportunidade para que seus alunos
exponham suas solucdes e os pontos de vista subjacentes em cada solucdo. Nestes momentos, é aconselhédvel que
vocé faga poucas intervengdes, permitindo a troca de opinido entre os alunos. Porém, esteja atento as falas dos alunos
para poder sinalizar para a turma os pontos de aproximacdo entre os raciocinios empregados por eles e os conheci-

mentos matematicos que estes raciocinios mobilizam.

Aspectos pedagodgicos

Professor, no item 1, é fundamental que seus alunos percebam que, como cada um dos 5 setores tem a mesma
chance de ocorréncia na parada do ponteiro, temos que todos os setores sao congruentes. Logo a chance de ocor-

réncia de cada setor serd p= l

5.
Uma possivel representacao dessa situacao pode ser:

722

Dividindo o circulo em 5 setores congruentes, teremos que cada setor tera angulo central de 72°.



Recomendamos que, durante a correcao coletiva ou mesmo enquanto os alunos ainda estiverem resolvendo
as situacgoes da ficha, vocé procure comparar este circulo com o circulo que serve de base para as questdes de 2 a 5.
Nossa experiéncia tem mostrado que alguns alunos se distraem e nao levam em conta este Ultimo, respondendo as
questdes como se as chances em todos os setores fossem as mesmas. Se estiverem atentos ao circulo certo, facilmen-
te concluirdo que o maior setor de um circulo é aquele que possui a maior drea e consequentemente o maior angulo
central. Além disso, como o ponteiro cai no setor amarelo, que possui 120°, temos que a probabilidade de isso ocorrer

é p=area do setor (120°)/area do circulo (360°)=1/3.

Seguindo este raciocinio, no item 3, a resposta é o setor de cor azul, pois possui a maior area e, no item 4, nao

se surpreenda se alguns alunos pensarem assim:

“Temos que p=area do setor (x°)/area do circulo (360°)=12,5%=125/1000=1/8. Logo esse setor corresponde a
1/8 do circulo. Com isso, seu angulo central sera de 360/8=45°. Logo, o setor pedido no problema é aquele que possui

um angulo central de 45°”.

Mas, caso algum aluno apresente muitas dificuldades na resolucdo desse item, procure reforcar a ideia de que

a probabilidade de ocorréncia do espaco amostral é 100% (ou 1).

Esta ideia, por sua vez, pode também servir como argumento para que sua turma compreenda que a resposta
do item 5 é ndo, pois a soma das probabilidades desses trés setores, que formam o espaco amostral é 1/2 + 1/4 + 1/8
=7/8<1.

Por construcao, os 8 setores tém angulos centrais respectivamente iguais a 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70° e 80°.
Vale ressaltar que s6 faz sentido falar nessa probabilidade, pois a soma dos angulos centrais dos 8 setores € igual a

10°+ 20°+ 30°+ 40°+ 50°+ 60°+ 70°+ 80°=360°, que é o angulo central referente ao espaco amostral.

Para o item 6, lembre aos alunos que a maior chance ocorrera no setor de maior area e, portanto, de maior
angulo central. Logo, o ponteiro tem a maior chance de parar no setor cujo angulo central mede 80°. J& para o item 7,
a menor chance ocorrerd no setor de menor area e, portanto, de menor angulo central. Logo o ponteiro tem a menor

chance de parar no setor cujo angulo central mede 10°.

Os itens 8 e 9 exploram a probabilidade geométrica e a propriedade da unido de dois eventos, representada
por p(A U B). No item 8, como o ponteiro cai num setor de cor branca, isso pode acontecer nos setores cujos angulos
centrais sao respectivamente iguais a 20° e 60°. Por construcao, esses setores correspondem a eventos independentes

e, assim, teremos:

Evento A = O ponteiro cair no setor de angulo central igual 20°.

p(A) = area do setor (20°) / area do circulo (360°) = 20/360 =1/18

Evento B = O ponteiro cair no setor de angulo central igual 60°.

p(B) = area do setor (60°) / drea do circulo (360°) = 60/360 = 1/6
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Logo, como os eventos A e B sdo independentes, pela “regra do ou” temos:
p(AUB)=1/18+1/6=1/18 + 3/18 =4/18 =2/9

No item 9, como o ponteiro ndo cai num setor de cor branca ou azul, ele sé pode cair num setor de cor verde

ou amarela. Assim temos que:
Evento A = O ponteiro cair no setor de cor verde (angulo central igual 10° ou 40° -“regra do ou”).
p (A) = area do setor verde / area do circulo (360°) = 10/360 + 40/360 = 50/360
Evento B = O ponteiro cair no setor de cor amarela (angulo central igual 50° ou 80° - “regra do ou”).
p (B) = 4rea do setor amarelo / area do circulo (360°) = 50/360 + 80/360 = 130/360
Logo, como os eventos A e B sdo independentes, pela “regra do ou” temos:
p(A U B) =50/360 + 130/360 = 180/360 = 1/2 = 50%
0 que nos diz que essa chance é de 50%.

Professor, o item 10 explora a probabilidade geométrica e a propriedade de probabilidade condicional, repre-
sentada por p(A / B). Nele, é importante que os alunos entendam que a probabilidade condicional p(A / B) trata da
probabilidade de ocorréncia de um evento A, tendo ocorrido um evento B, ambos do espaco amostral, ou seja, ela
é calculada sobre o evento B e ndo em funcdo do espaco amostral 2. 0 entendimento dessa mudanca no espag¢o

amostral é fundamental para que os alunos desenvolvam seus préprios métodos para resolver este tipo de situacgao.
No caso do item 10, o espagco amostral deixa de ser o circulo e passa a ser os setores circulares de cor verde.

Como se sabe que o ponteiro caiu num setor de cor verde, ele sé pode ter caido nos setores cujos angulos cen-
trais sdo respectivamente iguais a 10° e 40°. Logo temos que o espaco amostral deixa de ser o circulo como um todo

e passa a ser os setores de cor verde. Assim segue que:
Evento A = O ponteiro cair no setor de cor verde de angulo central igual 40°.
Evento B (Espaco amostral) = O ponteiro cair no setor de cor verde (angulo central igual 10° ou 40°).

p(A / B) = area do setor verde (40°) / area dos setores verdes (10°+40°) = 40/50= 4/5=80%



Secao 2 - Vamos rever alguns problemas de uma Pdginas no material do aluno
maneira diferente 11177 1842187

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade da aos alunos

a oportunidade de refletir

Férmulas: e
. ) Folhas de sobre as possibilidades
usa-las ou nao 2 tempos de
’ . tamanho A4 que temos de apresentar Duplas .
usa-las? Eis a ) . 40 minutos
: para calculos | solugdes distintas para um
questao!

mesmo problema, usando

féormulas ou néo.

Aspectos operacionais:

Professor, esta é uma atividade simples em que vocé terd oportunidade de refletir com seus alunos sobre as
possibilidades que temos de apresentar solucdes distintas para um mesmo problema. Podera mostrar a eles também
que, embora existam formulas, nem sempre emprega-las é o caminho mais rapido para solucionar um problema. Para
comecar, escreva no quadro os problemas abaixo e peca aos alunos que tentem resolvé-los em dupla. Quando eles

concluirem, peca que exponham suas solugoes.

Problema 1: Em uma determinada turma o professor resolveu chamar um aluno para ir a um quadro. Para isso
ele escolheu, de forma aleatdria, um dos 29 nimeros da chamada que se encontrava em seu diario de classe. Qual a

probabilidade de ter sido escolhido um ndmero que seja par ou multiplo de 3?

Problema 2: Em uma festa de fim de ano de uma empresa os funcionarios resolveram participar de um ami-
go oculto. No entanto, ao colocar os nomes nos papéis decidiram que colocariam os nomes das mulheres em papel
vermelho e os nomes dos homens em papel azul. Entre os funcionarios desta empresa estao Marlise e Nilton. Partici-
param do amigo oculto 25 homens e 35 mulheres. Sabendo que Marlise retirou um papel azul, qual é a probabilidade

dela ter retirado o papel com o nome Nilton?

Aspectos pedagodgicos

Professor, antes de os alunos comecarem a expor suas solucdes, é aconselhavel que vocé faca a leitura dos pro-
blemas com eles. O problema 1, por exemplo, pode ser resolvido a partir da simples observacdo da lista de numeros
mencionada no enunciado e da identificacdo dos nimeros que compdem os casos favoraveis e 0s casos possiveis.

Entretanto, se alguma dupla tiver resolvido o problema 1 utilizando a férmula para a probabilidade da unido de
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eventos, procure verificar se, em primeiro lugar, eles definiram claramente os eventos A = sair nimero par e B = sair

numero multiplo de 3.

Desta forma, temos n(A) = 15, n(B) = 9 e n(Q) = 29. Além disso, devemos criar condi¢des para que os alunos
entendam o que estd sendo pedido. Eles devem perceber que o evento sair nimero par ou niumero multiplo de 3
significa AU B .Jaoevento AN B significa sair nimero par e nimero multiplo de 3, ou seja, multiplo de 6 assim

n(ANB)=4.
Assim, as probabilidades que podemos calcular sao:
p(A) = 15/29, p(B) = 9/29 p(ANB)e =4/29
E, usando a formula da probabilidade da unido de dois eventos, temos:
p(A UB)=15/29 + 9/29 - 4/29 = 20/29

Ja no problema 2, como sabemos que a pessoa sorteada pela Marlise foi um homem, ela s6 pode ter retirado
um dos 25 nomes. Entdao podemos considerar o conjunto com estes 25 nomes como sendo 0 nosso “espaco amostral”.
Considerando o evento A como “sair o papel com o nome Nilton”, e sabendo que o papel azul saiu, caimos no caso
de uma probabilidade condicional, pois ja conhecemos uma informacdo adicional - neste caso, que o papel retirado

era azul.

Se denotarmos o evento “sair papel azul” pela letra B, é possivel calcular p(A/B), ou seja, a “probabilidade do

evento A ocorrer sabendo que B ocorreu’, que pode ser lido como “probabilidade de A dado B". Assim, p(A / B) =

M= 1/25, pois dos 25 papéis azuis 1 tem o nome de Nilton. Lembrando que A N B = papel azul e que con-
n(B)

tém o nome Nilton.

De maneira geral, quaisquer que sejam os eventos A e B, teremos p(A / B) = m . E, ao dividirmos o

numerador e o denominador por n(Q), teremos: n(B)
n(ANB)
p(A/B):ﬂ 'ouseja,p(A/B)z m
n(B) p(B)
n(€2)

Utilizando esta férmula ng exemplo anterior temos:

p(A/B) =M _ 60 — 1 o0 mesmo resultado que obtivemos sem a utilizacdo da férmula.

= —
p(B) 25 25
60
Mas, lembre-se, nosso objetivo aqui é destacar para os alunos que nem sempre vale a pena usar férmulas
mecanicamente sem antes entendermos o que esta sendo pedido. Este € um bom exemplo de situacdo em que a

férmula pode ser desnecessaria.
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Avaliacao

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Folha de etapas. A primeira consiste
Avaliagao da | atividades, ma- [ num registro de aprendiza- . .
< . i Individual 40 minutos
Unidade terial do aluno, | gens e a segunda, de ques-

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para

a unidade dividido em duas

ldpis/caneta. toes objetivas e dissertati-
vas, a serem escolhidas de
acordo com as necessidades

do professor.

Aspectos operacionais

Para o momento de avaliacdo, sugerimos a utilizacdo do ultimo tempo de aula destinado a Unidade 4 do M6-

dulo 4. A seguir, apresentamos sugestoes para a avaliacdo das habilidades pretendidas nesta unidade. Dividiremos

nossas sugestdes avaliativas em duas etapas, conforme explicitadas a seguir.

Etapa 1: Registros de aprendizagens (Momento de Reflexao)

Apresentamos a seguir algumas questdes para os alunos responderem, que podem complementar as suas, no

que diz respeito a avaliacdo do desenvolvimento das habilidades matemadticas pretendidas. A idéia é que elas com-

plementem as estratégias que vocé ja usa com este objetivo.

1.

Qual o contetido matemético estudado nesta unidade?
Cite dois eventos associados ao lancamento sucessivo de trés moedas.

Dé um exemplo de experimento aleatorio e defina eventos A e B associados a este experimento, de forma
que ANB=J .

Dois dados, um vermelho e outro amarelo, sdo arremessados simultaneamente. Sendo A o evento em que
o resultado do dado vermelho é par e o resultado do dado amarelo é 1 e B o evento em que o resultado de

ambos os dados sdo iguais, descreva o evento A U B.

Em que situacao no dia a dia vocé percebe a necessidade de saber sobre probabilidade? Por qué?
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Sugerimos, também, que este material seja recolhido para uma posterior selecdo de registros, que serdo en-
tregues ao seu formador, durante a etapa presencial do processo de formacao. Desta forma, esperamos acompanhar
com vocé a maneira como os alunos estao reagindo aos caminhos que escolhemos para desenvolver este trabalho - e,

se for o caso, repensa-los a partir dos resultados apresentados.
Etapa 2: Questdes objetivas e discursivas

Para compor o instrumento avaliativo nesta etapa, sugerimos a escolha de pelo menos uma questédo objetiva e
uma questao discursiva que contemplem uma habilidade pretendida nesta unidade. Nosso objetivo aqui é fazer com
que o aluno compreenda uma situacao real, aplique o principio multiplicativo ou o conceito de permutacao e faca

uma reflexdo mais profunda sobre procedimentos para contagem.

Sugestio de questio objetiva para a avaliagao:

Questio 1: (ENCE)

Num municipio, 36% das familias tém cachorro e 22% das familias que tém cachorro, tém um gato. Além disto,
30% das familias tém um gato. A probabilidade condicional de uma familia selecionada aleatoriamente ter um ca-

chorro, dado que ela tem um gato é:

a) 26,4%
b) 30%
c) 34,5%
d) 43%

e) 52,4%

Sugestio de questao discursiva para a avaliacao:

Questao:

Considere o dado em forma de icosaedro (poliedro de 20 faces), conforme apresentado na figura a seguir.




Suponha que este dado seja lancado aleatoriamente.

a) Qual o espaco amostral associado ao experimento?

b) Dado que o resultado de um lancamento do dado em forma de icosaedro é par, qual a probabilidade
deste resultado ser menor ou igual a 12?

Gabarito

Registros de Aprendizagem

1. Probabilidade de reuniao de eventos e probabilidade condicional.

2. Pode-se escolher A como sendo o evento em que o primeiro arremesso tem como resultado “cara” e B
o evento no qual ocorrem pelo menos dois resultados “cara” nos trés arremessos. Perceba que ha outras
possibilidades de eventos, ficando a critério de cada um a definicdo destes, desde que nao se trate de um
evento impossivel para o experimento.

3. Aproveitando ainda o arremesso sucessivo de trés moedas, podemos escolher A como sendo o evento em
que o primeiro arremesso tem como resultado “cara” e B o evento em que o primeiro arremesso tem como
resultado “coroa”. Claro que .

4. Se um evento simples {(v,a)} denota o resultado de um arremesso do dado vermelho e amarelo respectiva-
mente, entao

A={(21),(41),(61)}eB={(1,1),(2.2),33),(44),(55), 6,6)}
Donde AU B ={(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (2,1), (4,1), (6,1)}

5. Hainumeras situagdes, aqui. No entanto, em geral, o interesse pelos jogos de azar é o que mais desperta a
necessidade do conhecimento. O motivo é simplesmente tentar a avaliar suas reais chances de vencer.

Resposta e comentarios da questio objetiva sugerida:

Se julgar necessario, vocé pode fazer um diagrama, facilitando assim a compreensao dos alunos e a organiza-
¢ao das ideias. As informacoes sao apresentadas explicitamente, bastando apenas fazer a leitura e identificacdo dos

eventos.

Chamando G o evento “possuir um gato” e C o evento “possuir um cachorro’, deve-se calcular

p(C/ Q) =M isto &, a probabilidade de possuir um cao, dado que se possui um gato. Como =22%.36% e
r(G) 0/ 360
p(G)=30%, tem-se que p(C / G) = p(CNG) = 22%.36%
p(G) 30%

=26,4%

Resposta e comentarios da questao discursiva sugerida:

Vocé pode, inicialmente, dizer aos alunos que este dado apresenta muito mais resultados do que um dado

tradicional fornece. Vale a pena elucidar a forma geométrica do mesmo. A fim de induzir uma conclusao sobre o espa-
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¢o amostral, vocé pode perguntar se determinados resultados sao possiveis. Com isto, peca que escrevam o espaco
amostral. Para o segundo item, peca que enumere os resultados “pares” e, em seguida, os resultados enumerados que

sao menores ou iguaisa 12.

Como o conjunto de todos os possiveis resultados de um arremesso é S={1,2,...,20}, este é o espaco amostral.
Agora, considere que o evento A é o “resultado é par” e o evento B é “o resultado € menor ou igual a 12". Precisamos
calcular
p(ANB)

p(4)

isto &, a probabilidade de B dado que A ocorreu. Ora, como A ={2,4,6,...,20}, p(A)=10/20 = 1/2 . Por outro lado,

p(AN B)=6/20=3/10 pois AN B ={2,4,...,12} donde, p(B/A) = 3/5.

p(B/A) =



Volume 2 * Modulo 4

Expansao: Esta-
tistica - Parte i

Cleber Dias da Costa Neto, Heitor Barbosa Lima de Oliveira, Patricia Nunes da Silva e

Telma Alves

Indvoducio

Na unidade 6 do médulo 4 do material do aluno, sdo apresentadas diver-
sas situacoes e atividades sobre estatistica, mais precisamente sobre medidas de

tendéncia central, como média, desvio padrao, mediana e moda.

Para auxilid-lo, pesquisamos e elaboramos algumas atividades e recursos que
podem complementar a exposicao deste tema em suas aulas. Uma descricdo destas

sugestdes esta colocada na tabela abaixo, e seu detalhamento no texto que segue.

Sugerimos que a primeira aula dessa unidade se inicie com uma atividade
disparadora.A atividade tem por objetivo iniciar a exposicao do tema e promover
uma dinamica entre os alunos. Nesse momento, espera-se que os alunos consi-
gam aprofundar o conhecimento estatistico, principalmente sobre as medidas de
tendéncia central (média, mediana e moda), identificando-as e resolvendo pro-

blemas que as envolvam.

Para dar sequéncia ao estudo dessa unidade,disponibilizamos alguns re-
cursos complementares, vinculados ao contetido do material didatico. Elesestao
relacionados ao reconhecimento de medidas de tendéncia central e também are-
solucdo de problemas que envolvam os conceitos de desvio padrao e de coefi-
ciente de variacdo. Sugerimos a utilizacao destes recursos nas aulas subsequentes
a aulainicial, de acordo com a realidade da sua turma. Recomendamos que vocé

faca alteracoes e adaptacoes sempre que achar necessario.

Por fim, aconselhamos que a ultima aula desta unidade seja dividida em
dois momentos. O primeiro momento deve ser dedicado a resolucdo de proble-
mas que promovam uma revisdo do estudo realizado, consolidando o aprendiza-
do do aluno a partir da retomada de questdes que surgiram durante o processo.
O segundo momento deve promover uma avaliacdo do estudante, priorizando
questionamentos reflexivos em detrimento da mera reproducao de exercicios fei-
tos anteriormente. Também disponibilizaremos algumas questdes de avaliagdes

de larga escala, como o ENEM, os vestibulares, os concursos publicos, entre outros
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Apresentacao da unidade do material do aluno

Caro professor, apresentamos, abaixo, as principais caracteristicas desta unidade:

Estimativa de aulas para

Disciplina .
essa unidade

Matematica 2 4 Estatistica — Parte |l 6 aulas de 2 tempos

Titulo da unidade

Estatistica — Parte 2 Média, mediana, moda e desvio padrao

Objetivos da unidade

Aprofundar o conhecimento sobre as medidas de tendéncia central (média, mediana e moda);

Resolver problemas envolvendo medidas de tendéncia central;

Conhecer os conceitos de desvio padrao e de coeficiente de variacao;

Resolver problemas envolvendo calculo de desvio-padrao e coeficiente de variacao

Paginas no material do

aluno
Para inicio de conversa... 197 a 198
Secao 1 - Analisando os dados de uma pesquisa: Medidas de tendéncia central 199 a 206
1.1 - Tomando decisdes — média, moda e mediana. 199 a 205
1.2 - Analisando os dados de uma pesquisa: Desvio padrao 205 a 206
Secao 2 - Revendo conceitos trabalhados 206 a 208
Resumo 209
Veja ainda 209
Bibliografia 209
Respostas das atividades 210a212
O que perguntam por ai 213 a214

Em seguida, serao oferecidas as atividades para potencializar o trabalho em sala de aula. Verifique a correspon-

déncia direta entre cada secdo do Material do Aluno e o Material do Professor.
Sera um conjunto de possibilidades para vocé, caro professor.

Vamos 3!
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Recursos e ideias para o Professor

Tipos de Atividades

Para dar suporte as aulas, seguem os recursos, ferramentas e ideias no Material do Professor, correspondentes

a Unidade acima:

9 ¢0 9

Atividades em grupo ou individuais

Sédo atividades que sdo feitas com recursos simples disponiveis.

Ferramentas

Atividades que precisam de ferramentas disponiveis para os alunos.

Applets

Sdo programas que precisam ser instalados em computadores ou smart-phones disponiveis

para os alunos.

Avaliacao

Questbes ou propostas de avaliacdo conforme orientacdo.

Exercicios

Proposicdes de exercicios complementares

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material

_ X Divisao da Tempo
. . . . . Descricao Sucinta
Atividades Atividade Necessario

Turma Estimado

Nessa atividade, os
Audio O que alunos irdo ouvir um
é margem de 4udio sobre margem
erro?disponivel de erro. Posteriormente,
Margem de em http://m3.ime. | tomarao contato com o .
. . ’ Duplas 25 minutos
Erro unicamp.br/recur- | mesmo conceito através

s0s/1288, calculado- | de um problema com o
ras e copias da folha | cdlculo da velocidade de
de atividades um carro utilizada para

aplicacao de multas.

Software “Medidas
de Posicao’, que
pode ser acessado

em http://www. o
Nessa atividade, os

: uff.br/cdme/medi- L
g Interpretacdo alunos irdo visualizar o

. dasposicao/medi- : . Duplas ou trios | 25 minutos
da média conceito de média de

dasposicao-html/
MedidasDePInter-
pDaMedia.htmle

um conjunto de dados.

copias da folha de
atividades.




Secao 1.1 - Tomando decis6es: média, moda e mediana

Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

199 a 205

Tempo
Estimado

Video Olha
o sanduiche,
disponivel em

http://m3.ime.

O video utilizado nessa
atividade analisa os dados
levantados em uma pesquisa
de mercado para a venda de

sanduiches na praia. Sdo usa-

dados.

dados. Em seguida, respon-
derd um conjunto de per-
guntas sobre os conceitos

envolvidos na atividade.

Agrotoxicos unicamp.br/ : - Duplas ou trios [ 25 minutos
dos os conceitos de média,
recursos/1144, .
mediana e moda. Nos pro-
calculadoras e
. blemas propostos, os alunos
copias da folha )
. deverao calcular algumas
de atividades. . _
medidas de tendéncia.
Nesta atividade, os alunos
irdo calcular a média, moda
e a mediana dos nimeros
que cada integrante dos
Papéis nume- grupos recebera. Havera
Campeonato Grupos de 4 a .
: radosde 0a20 | atrocade alunos entre os . 35 minutos
de cartoes . . 6 jogadores
eurna grupos a fim de se ajustar os
valores das médias, modas
e medianas de cada grupo,
atendendo assim ao especi-
ficado pela atividade.
Nesta atividade, os alunos
irdo calcular a Super Média
. que é a média das médias
Copias da folha )
. obtidas no lancamento de
o de atividades, o ) .
Super média cada um dos dois tipos de | Duplas ou trios | 30 minutos
calculadora,
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Pdginas no material do aluno

205 a 206

Secao 1.2 - Analisando os dados de uma pesquisa:

Desvio-padrao.

Divisao da Tempo

Tipos de Titulo da Material o X
. L. .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado
Software “Medidas
de Dispersao’, que .
Nessa atividade, os
pode ser acessado o
alunos irao comparar
em http://www. . i
as medidas da mé-
; uff.or/cdme/me- . .
Medidas de . . dia e das medidas .
. : didasdispersao/ . y ; Duplas 25 minutos
dispersdo . ) de dispersao:desvio
medidasdispersao- _ .
. padrdo e coeficiente
-html/Medidas- L .
de variagao de dois
DeDCoefVaria.html :
. conjuntos de dados.
e copias da folha de
atividades.
Nesta atividade, os
alunos irdo calcular o
desvio padrao do preco
da cesta basica pratica-
Cépias da folha de | do no ano de 2008 em
Preco da Cesta . . _ . .
o atividades, calcula- | certa capital brasileira. Trios 30 minutos
asica
dora. Em seguida, calcula-
rao o coeficiente de
variagdo das amostras,
sempre com auxilio de
uma calculadora.




Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Material
Necessario

Avaliacao

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Aqui, vocé podera propor
que o aluno registre indi-

vidualmente, numa folha

. Cépias da .
Registros de . | depapel, as aprendizagens . .
’ . folha de ativi- . . Individual 25 minutos
A aprendizagens matematicas adquiridas
dades .
com o estudo desta unida-
de, bem como a resolucdo
dos exercicios de revisao.
Sugerimos que, nesta etapa,
o instrumento avaliativo seja
composto por uma questao
: que contemple uma das
Questoes de o » ;
o Cépias da habilidades pretendidas
avaliacoes de . : L . .
, folha de ativi- nesta unidade. A ideia é Individual 20 minutos
. larga escala ou -
dades que o aluno se familiarize
concurso

com questoes cobradas em
avaliacbes de larga escala,
como o ENEM, vestibulares,

concursos, etc.

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

89



90

Descrevemos a seguir as situagdes motivadoras, que tém por objetivo iniciar uma discussdo coletiva entre os
alunos. Esse processo deve fazer com que os alunos, antes da etapa de formalizacdo dos conceitos, se familiarizem
com o contetido matematico de forma empirica e com atividades de facil compreensao. Sugerimos que vocé escolha
a atividade que seja mais adequada a sua realidade - ou, claro, se preferir, utilize uma atividade propria que evoque o

problema de verificacdo de médias.

Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
L. . . Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado
Audio O que Nessa atividade, os alunos irdo
é margem de ouvir um audio sobre margem
erro?disponivel de erro. Posteriormente, to-

Margem de | em http://m3.ime. | mardo contato com o mesmo .
; . ’ Duplas 25 minutos
Erro unicamp.br/recur- | conceito através de um proble-

s0s/1288, calculado- | ma com o célculo da velocida-
ras e copias da folha | de de um carro utilizada para

de atividades aplicacao de multas.

Aspectos operacionais

Peca que os alunos registrem o que entendem por margem de erro. Em seguida, acesse o sitiohttp://m3.ime.
unicamp.br/recursos/1288 e reproduza os dois blocos do dudio O que é margem de erro?Apds o dudio, retome e dis-

cuta com os alunos o significado de margem de erro.

Divida entdo a turma em duplas e oriente seus alunos a pegar a calculadorado celular. Peca a escola algumas
calculadoras, para o caso de alguns alunos terem esquecido ou ndo possuirem celular. Distribua as folhas de ativida-

des. Peca aos alunos que resolvam o problema proposto.

Aspectos pedagdgicos

O problema proposto exige o célculo de porcentagens. Talvez seja necessario fazer uma pequena revisdao
sobre o tema.

Para motivar a discussdo com os alunos, pergunte a eles qudo confidveis sdo as estimativas que lemos no jor-
nal? O que determina a precisdo de uma estimativa? Do nimero de pessoas entrevistadas? Da qualidade do equipa-
mento? O que é uma boa amostra? Seu tamanho influencia a precisao? Na conducédo das respostas, procure sempre

promover uma articulacdo do que estd sendo discutido com os temas estudados.



Folha de atividades - Margem de Erro

Nome da Escola:

Nome:

Multas por excesso de velocidade

Os radares que medem a velocidade dos veiculos nas ruas e estradas ndo sdao instrumentos precisos. Por isso,
é considerada uma margem de erro para determinar a velocidade que serd considerada para aplicagao ou nao da
multa. A margem de erro maxima é de

= 7 km/h para velocidade até 100 km/h; e

= 7% da velocidade medida para velocidades acima de 100 km/h.

Quando vocé recebe uma multa, ha trés informacdes sobre velocidade: a velocidade maxima permitida na via,
a velocidade medida pelo radar (valor aferido) e a velocidade considerada para aplicacdo da multa (valor considera-

do). O valor considerado é obtido da seguinte maneira:
valor considerado = valor aferido - margem de erro maxima.
Problema

Na tabela abaixo, calcule o valor considerado e indique se 0 motorista sera ou ndo multado.

Velocidade maxima . . ;
. . Valor aferido Valor considerado | Sera multado?
permitida na via
Ana

40 km/h 48 km/h
Joao 60 km/h 66 km/h
Joaquim 110 km/h 120 km/h
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Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material Descricao Su- Divisao da Tempo
Atividades Atividade Necessario cinta Turma Estimado

Software “Medidas de Po-

sicao’; que pode ser aces- | Nessa atividade,

sado em http://www.uff. os alunos irao
Interpretacdo | br/cdme/medidasposicao/ | visualizar o con- ) .
. . . . . Duplas ou trios | 25 minutos
da média medidasposicao-html/Me- | ceito de média
didasDePInterpDaMedia. | de um conjunto
htmle copias da folha de de dados.
atividades.

Aspectos operacionais

Divida a turma em duplas e distribua a folha de atividades.A organizacao desta atividade pode variar em fun-
¢ao da disponibilidade de um laboratério de informatica na sua escola. Se existir um laboratério disponivel, distribua
os alunos em pequenos grupos (duplas ou trios), com um grupo por computador. Por outro lado, se ndo houver
laboratério disponivel, use o Datashow em uma atividade interativa envolvendo toda a turma, que também deverd
estar organizada em duplas ou trios.Esta é uma atividade exploratéria. Oriente os alunos acompanhando a folha de

atividades a sequir.

Aspectos pedagdgicos

Professor, os alunos podem demonstrar dificuldades na manipulacdo do recurso eletronico e falta de traquejo
com a utilizacao do mouse. Procure ajuda-los a superar essas dificuldades iniciais. Enfatize a relacao do “Apoio”, o tri-

angulo amarelo, com o valor da média, e do “Bloco” com os dados.

Embora nao seja necessaria a execucao de célculos, chame a atencao dos alunos para o fato de que a média
pode ser calculada ou estimada em alguns casos.

92



Folha de atividades - Interpretacao da média

Nome da Escola:

Nome:

Nesta atividade vocé ird explorar algumas propriedades da média.

Vocé estd acessando um software chamado “Medidas de Posicao”. Na figura abaixo, vemos a interface inicial da

aba Interpretacdo da média.

| ® Apaio O Bloce

Nessa tela, a barra vermelha representa uma espécie de régua, com dois triangulos superpostos: um triangulo

de apoio, amarelo, e um triangulo transparente, que representa a média dos valores (bolinhas pretas) considerados.

Primeira parte da investigacao

= Com o mouse, selecione a op¢do “Apoio” na parte inferior da tela.

” ® Apoio  OBloco H
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= Com o mouse, arraste o ponto de apoio, representado pelo triangulo amarelo. Observe o que acontecel.

® apoio  OBloco ‘

Questao: Ao arrastar o ponto de apoio, o que aconteceu? Qual é o ponto de equilibrio da reta? O que vocé
pode concluir sobre a média?

Segunda parte da investigacao

= Com o mouse, selecione a opcdo “Bloco” na parte inferior da tela.

O Apoio @ Bloco |




= Com o mouse, arraste o bloco de dados, que estdo representados pelas bolinhas pretas (coloque a seta do mouse
proximo a qualquer uma das bolinhas e arraste). Observe o que acontece!

O apoio ®Bloco

Questao: Ao arrastar o ponto de apoio, o que aconteceu com a média?0O que acontece com os valores dos

dados quando vocé desloca o bloco de pontos?

Pdginas no material do aluno

Secao 1.1 - Tomando decisées: média, moda e mediana 199 a 205

Tipos de Titulo da Material o X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

O video utilizado nessa
Video Olha

o sanduiche,

atividade analisa os dados

. : levantados em uma pesquisa
disponivel em

http://m3.ime.

- ) sanduiches na praia. Sao usa- ; .
Agrotoxicos unicamp.br/ . . Duplas ou trios | 25 minutos
dos os conceitos de média,

de mercado para a venda de

recursos/1144, )
mediana e moda. Nos pro-
calculadoras e
o blemas propostos, os alunos
copias da folha 5
. deverdo calcular algumas
de atividades. ) o
medidas de tendéncia.
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Aspectos operacionais

Acesse o video http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1144 e exiba o video para a turma.
Divida a turma em duplas ou em trios e distribua as folhas de atividades.

Depois que as duplas trabalharem com os problemas propostos, promova uma discussao com toda a turma

sobre as resolugdes propostas.

Aspectos pedagodgicos

Professor, os alunos podem demonstrar dificuldades na interpretacdo do problema. Verifique se todos com-

preenderam o que significa cada informacao, principalmente o DL, .

Mesmo nao sendo necessario o calculo de todas as medidas de tendéncia central, saliente aos alunos a relacao
do video com a atividade.Estimule os alunos na elaboracao da justificativa. Em geral, muitos tém dificuldade na for-

mulagado e argumentacdo para sustentar suas conclusoes.

Folha de atividades - Agrotoxicos

Nome da Escola:

Nome:

Os agrotoéxicos sdo classificados de acordo com um indice chamado de dose mediana letal (DL, ).ADL, €éa
dose em mg/kg de uma substancia capaz de matar cinquenta por cento (50%) da populagao animal em condi¢bes

bem definidas em um teste.

Quando a DL, é menor ou igual a 20, o agrotoxico € considerado extremamente toxico e recebe rotulo vermelho.

Problema

Em um teste de laboratério com grupos de 40 camundongos, a dose de 10 mg/kg da substancia ativa de um
agrotdéxico matou 18 camundongos. Em um novo ensaio, foi administrada uma dose de 19 mg/kg e 22 camundongos

morreram. Podemos afirmar que esse agrotdxico é extremamente toxico e que seu rotulo deve ser vermelho? Por qué?



Pdginas no material do aluno

Secao 1.1 - Tomando decis6es: média, moda e mediana 199 a 205

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Nesta atividade, os alunos
irdo calcular a média, moda
e a mediana dos numeros

que cada integrante dos

Papéis nume- grupos receberd. Havera
Campeonato Gruposde 4 a )
y radosde 0a20 | atrocade alunos entre os . 35 minutos
de cartdes . . 6 jogadores
eurna grupos a fim de se ajustar os

valores das médias, modas
e medianas de cada grupo,
atendendo assim ao especi-

ficado pela atividade.

Aspectos operacionais

A turma serd dividida em grupos de 4 a 6 jogadores. Cabera a vocé, professor, preparar uma urna contendo
diversos papéis pequenos, numerados de 0 a 20, numa quantidade suficiente para que todos os alunos possam es-
colher um nimero aleatoriamente sem reposicao. Esses nUmeros nao poderao ser divulgados para os participantes
dos demais grupos. A atividade consiste em distribuir os nUmeros pelos alunos e, em seguida, calcular a média, moda
e mediana dos nimeros obtidos por cada grupo. No caso da sua turma ter mais de 20 alunos, aumente a numeracao
maxima dos cartdes ou repita a frequéncia, redistribuindo nimeros de 0 a 20 e avaliando com eles a diferenca entre

uma e outra agao.

Para determinar o grupo vencedor, os quesitos podem ser considerados individualmente - dessa maneira, uma
rodada completa do jogo pode ter até 3 vencedores distintos. A vitoria pode gerar algum tipo de bonificacdo, que fica

a seu critério, professor.
Os 3 quesitos sao:
1°) Qual o grupo que consegue se aproximar mais da média 10?
2°) Qual o grupo tem a maior moda?

3°) Qual o grupo que conseguiu aproximar mais a média da mediana?
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Durante o jogo, cada grupo terd a oportunidade trocar participantes com os demais grupos. Isto &, apds os cél-
culos da média, moda e mediana, o grupo podera solicitar a qualquer outro grupo a troca de um de seus integrantes.

Como cada aluno possui um nuimero especifico, é feito um novo calculo da média, moda e mediana.

Os grupos poderdo optar por uma segunda troca, porém somente apds todos os outros grupos terem efetua-
do suas trocas. No maximo, cada grupo pode trocar até 3 integrantes, mas ndo ha a obrigatoriedade da troca. Fica a
cargo de cada grupo aceitar o pedido de troca.E importante que os valores da média, moda e mediana de cada grupo
sejam um segredo muito bem guardado por todos seus participantes. Dessa maneira, a competicao se tornara mais

emocionante.

Aspectos pedagodgicos

Professor, os alunos podem demonstrar dificuldades no calculo da média quando o resultado for um
numero decimal. Oriente os alunos que, para o calculo da mediana, é necessario que os nimeros estejam em

ordem crescente.Em todos os célculos, caso seja necessério, permita que os alunos utilizem a calculadora.

Pdginas no material do aluno

Secao 1.1 - Tomando decisées: média, moda e mediana 199 a 205

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Nesta atividade, os alunos
irdo calcular a Super Média

que é a média das médias

Copias da folha )
» obtidas no lancamento de
. de atividades, o . .
Super média cada um dos dois tipos de | Duplas ou trios | 30 minutos
calculadora, .
dados. Em seguida, respon-
dados.

derd um conjunto de per-
guntas sobre os conceitos

envolvidos na atividade.




Aspectos operacionais

Divida a turma em duplas ou em trios. Cada aluno langa um dado cinco vezes e registra os dados na
tabela disponivel na folha de atividades.Como a numeracdo dos dados da atividade é diferente da numeracao
dos dados tradicionais, vocé pode optar por construir os dadosou adaptar dados comuns. Devido a natureza
do material utilizado - geralmente papel - os dados construidos podem ser instaveis e terminar favorecendo
um ou outro resultado. Devem ser usados em ultimo caso, portanto. Para fazer os dados adaptados, vocé pode
solicitar aos alunos que levempara a aula dados comuns. De posse dos dados, peca que cubram as faces com
fita crepe, esparadrapo ou pequenos pedacinhos de papel colado com fita durex. Em seguida, peca que pre-
encham as faces com os novos valores, de acordo com os modelos da folha de atividades. Uma vez prontos os
dados, convide-os a fazer a primeira rodada, lancando os dados cinco vezes, anotando os valores na tabela e

calculandoa média dos pontos obtidos nos lancamentos.

Na segunda rodada, trocam-se os dados e repete-se todo o processo (cinco lancamentos, registros na
tabela e cdlculo da média). A atividade finaliza com o calculo da chamada Super Média, que é a média das

médias obtidas nas duas rodadas.

Aspectos pedagodgicos

Professor, como ja discutimos em outras ocasides, vocé pode ter no jogo um grande aliado para promover o
processo de ensino e aprendizagem. Para que isso realmente aconteca, vocé e seus alunos precisam aproveitar bem
as oportunidades que surgem, enquanto jogam. Por isso, nossa sugestao é que vocé nao abra mao das reflexdes apos
0 jogo e, ainda, se, durante a sua realizacao, for necessario fazer interrup¢des para discutir os conceitos em questao,
faca-o na certeza de que estad no caminho certo E possivel que os alunos necessitem de uma pequena revisdo con-
ceitual sobre média, moda e mediana. Nos itens (d), (e) e (f), o aluno é confrontado com questdes de cunho légico. A
orientacdo do professor neste momento é muito importante. Dessa forma, oriente-o a fazer simulagées com os dados
a fim de tentar“visualizar” as possiveis combinac¢des de resultados. Explique aos alunos que o termo Super Média nao

€ um termo técnico.Por isso, ndo encontrarao este termo nas bibliografias relacionadas a estatistica.
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Folha de atividades - Super Média

100

Nome da Escola:

Nome:

MEDIA 1

MEDIA 2

_|_

2

Qual o valor maximo que a Média

Qual o valor maximo que a Média

Qual o valor méaximo que a Super Média pode ter?

1 pode ter?

2 pode ter?

SUPER MEDIA

Existe a possibilidade de um aluno ter langado cinco vezes o primeiro dado (-1, 0 e +1), ter obtido a moda
dos resultados igual a -1 e ter média positiva?

Existe a possibilidade de um aluno ter langado cinco vezes o primeiro dado (-2, 0 e +2), ter obtido a moda
dos resultados igual a 0 e ter média positiva?

Um aluno fez o lancamento do primeiro dado e obteve como moda o nimero 0. Com essa informacdo é
possivel determinar a mediana dos resultados dos lancamentos. Qual é essa mediana?



Secao 1.2 - Analisando os dados de uma pesquisa: Pdginas no material do aluno
Desvio-padrao. 205 a 206

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

et f . Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Software “Medidas
de Dispersao’, que Nessa atividade, os
pode ser acessado | alunosirao comparar
em http://www.uff. as medidas da mé-

Medidas de br/cdme/medidas- dia e das medidas
. : ) . . : ) Duplas 25 minutos
dispersao dispersao/medidas- | de dispersao:desvio

dispersao-html/Me- | padrdo e coeficiente
didasDeDCoefVaria. | de variacdo de dois

html e cépias da conjuntos de dados.
folha de atividades.

Aspectos operacionais

Novamente aqui seus alunos poderdo estar no ambiente do laboratério de informatica, organizados em pe-

quenos grupos, ou ainda em sala de aula mesmo, com apoio do Datashow.

Acesse o endereco http://www.uff.br/cdme/medidasdispersao/medidasdispersao-html/MedidasDeDCoefVa-
ria.ntml.Divida a turma em duplas e distribua a folha de atividades.Esta é uma atividade exploratéria. Oriente os

alunos acompanhando a folha de atividades a sequir.

Aspectos pedagdgicos

Professor, os alunos podem demonstrar dificuldades na manipulacao do recurso eletronico e falta de traquejo
com a utilizacdo do mouse. Ajude-os a realizar essas tarefas. Oriente os alunos quanto as férmulas para a obtencao da
Média, do Desvio Padrdo e do Coeficiente de Variacdo, mesmo ndo sendo necessario fazer calculos. E muito importan-

te que, ao final da manipulacao, se abra uma breve discussao sobre o que os alunos puderam concluir.
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Folha de atividades - Super Média

Nome da Escola:

Nome:

Nesta atividade vocé ira explorar algumas propriedades do desvio padrao e do coeficiente de variacdo de dois

conjuntos de dados.

Vocé estd acessando um software chamado “Medidas de Dispersao”. Na figura abaixo, vemos a interface inicial

da aba Coeficiente de variacao:

100 110

Media Aritmetica

Reiniciar

Nessa tela, asduas barras vermelhas representamescalas. A superior vai de 0 a 10 e a inferior de 100 a 110. Ao
marcarmos um ponto na escala superior, outro ponto,verticalmente alinhado ao primeiro, é marcado automatica-
mente na escala inferior. Conforme os pontos sdo marcados, sdo automaticamente calculados, para cada conjunto
de pontos: a média, o desvio padrédo e o coeficiente de variacdo. Em cada uma das escalas, a seta amarela indica a

posicao da média.

Note os pontos marcados automaticamente na escala inferior, que varia de 100 a 110. Observe a posicdo da
média, indicada pela seta amarela. A cada novo ponto marcado, observe atentamente os valores das estatisticas
apresentadas para cada um dos conjuntos: média, desvio padrao e coeficiente de variacdo. Arraste os pontos sobre a

escala para ver o efeito dessa variacdo sobre os valores calculados.
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Investigacao
= Com o mouse, marque pontos sobre a escala superior, que vaide 0 a 10.

= Arraste os pontos sobre a escala para ver o efeito sobre essas medidas.

Canjunto 1 Conjunta 2

Média=3,14152 Média = 103,14183

Desvio padrio=1,10628 Desvio padrdo=1,10628

Coeficiente de Variagio = —131% =0,35211 §Coeficients de Variagdo = —1% =0,01073

100 110

hédia Aritmética

Reiniciar

Questoes

1. Se o valor de um ponto marcado na escala superior é y, qual é o valor do ponto correspondente na escala
inferior? Que é a transformacao que relaciona o valor de um ponto da escala superior com seu correspon-
dente?

Na escala inferior, o valor é y + 100, o que corresponde a uma translacdo dos dados.
2. Qual é arelacdo entre as duas médias dos dois conjuntos de dados? E entre os dois desvios padrdes?

3. Qual é o efeito de uma translacdo sobre o coeficiente de variacdo?
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Secao 1.2 - Analisando os dados de uma pesquisa: Pdginas no material do aluno
Desvio-padrao. 205 a 206

Tipos de Titulo da [ EYEE] . . Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Nesta atividade, os alunos irdo
calcular o desvio padrao do
Cépiasda | preco da cesta basica praticado

Preco da folha de no ano de 2008 em certa capital
. o _ . Trios 30 minutos
Cesta Basica | atividades, brasileira. Em seguida, calcula-

calculadora. | rao o coeficiente de variacao das
amostras, sempre com auxilio

de uma calculadora.

Aspectos operacionais

Professor, divida a turma em trios.Distribua a folha de atividades para os grupos e peca que os alunos facam

um item da atividade de cada vez, sempre em parceria com os colegas do grupo.

Aspectos pedagdgicos

Devido ao excesso de contas, o calculo do desvio padrao é complicado para alguns alunos. Permita o uso da
calculadora nesta atividade. Oriente os alunos quanto as férmulas de desvio padréo e coeficiente de variacao. E muito
interessante que se abra uma breve discussao acerca do tema“Cesta Basica” na sala de aula, utilizando as experiéncias

do cotidiano de cada aluno, a fim de enriquecer a exploracao desta atividade.
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Folha de atividade - Preco da Cesta Basica

Nome da escola:

Nome do aluno:

O preco da cesta basica é um indicativo importante para a populacao e para o Governo Federal sobre a varia-

¢ao de precos do ramo de alimentacao.

Numa determinada capital brasileira, o preco da cesta bdasica em 2008 variou de acordo com a tabela abaixo:

Jan R$ 215,00
Fev RS 206,00
Mar R$ 213,00
S Abr R$ 214,00
Mai R$ 221,00
Jun R$ 229,00
Jul RS 233,00
Ago R$ 218,00

a. Calcule a média dos precos da cesta basica praticados em 2008.
b. Calcule a moda destes precos.

c. Calcule a mediana.

Complete:
A mediana encontrada foi (maior/menor) que a média. Isto é, a maioria dos pre-
cos é (maior/menor) que R$ (o valor da média).

d. Determine o desvio-padrao dos precos da cesta basica.
e. Calcule o coeficiente de variacao.

f. Classifique esta amostra em homogénea ou heterogénea? (Lembre-se de que para que a amostra seja
homogénea, o coeficiente de variacdo deve ser menor que 0,2 ou 20%).
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Sugerimos a utilizacdo dos dois ultimos tempos de aula destinados a esta unidade.Dividiremos nossas suges-

toes avaliativas em duas etapas, detalhadas nas se¢des seguintes.

Na primeira secao, apresentaremos atividades que retomam as habilidades verificadas nas secdes anteriores,

com o intuito de consolidar e avaliar o processo de ensino-aprendizagem do conteudo proposto. As atividades dessa

secdo também promoveréo a reflexdo do aluno sobre os conteudos abordados.

Avaliacao

Tipos de Titulo da Material . . Divisao da
L. L. .. Descricao Sucinta
Atividades Atividade Necessario Turma

Tempo
Estimado

Aqui, vocé podera propor
que o aluno registre indi-

vidualmente, numa folha

Sresfisiiesd Copias da d | di
egistros de e papel, as aprendizagens
, J . folha de ativi- pap o P Hg Individual
. aprendizagens dad matematicas adquiridas
ades

com o estudo desta unida-
de, bem como a resolugao

dos exercicios de revisao.

25 minutos

Aspectos operacionais

Distribua a folha de atividades, peca que cada aluno resolva os problemas que constam da folha e registre as

aprendizagens que realizou durante as ultimas aulas.

Aspectos pedagdgicos

Durante a execucao da tarefa, verifique como os alunos utilizam as informacdes do enunciado para a resolu-

¢ao dos problemas. Auxilie os alunos que apresentam dificuldades, relembrando as defini¢des e resultados. Mostre o

quanto os conceitos basicos sobre cada uma das medidas sao necessdrios para a realizacao da Atividade 2. Esta etapa

pode estar articulada a sec¢do Veja ainda no material do aluno.
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Folha de atividade - Registros de aprendizagens tiva

Nome da escola:

Nome do aluno:

Atividade 1:

Para avaliar a qualidade das lampadas produzidas por uma empresa, foi registra-do o tempo, medido em dias,

de duragao de 20 dessas lampadas:

15 10 12
14 10 12
12 12 12
13 13 14
14 10 15
14 15 12
15 10

a. Abaixo os dados coletados estdo dispostos em ordem crescente. Complete a lista com os dados que
estdo faltando.

10,10,10,10, ___, , , , , 13, , 14, , ., 15,15,15,15.

b. Calcule a média dos tempos de duracao coletados.
¢. Calcule a moda destes tempos.

d. Calcule a mediana.

Complete:
A mediana encontrada foi (maior/menor) que a média. Isto é, a maioria dos tem-
pos é (maior/menor) que (o valor da média).

e. Determine o desvio-padrao dos tempos de duragao.
f. Calcule o coeficiente de variacao.

g. Classifique esta amostra em homogénea ou heterogénea? (Lembre-se de que para que a amostra seja
homogénea, o coeficiente de variacdo deve ser menor que 0,2 ou 20%).

Atividade 2:

Defina com suas palavras o que significa:
1. Média:

2. Moda:

3. Mediana:

4, Desvio padrao:
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Avaliacao

Tipos de Titulo da Material . . Divisao da Tempo
. L. .. Descricao Sucinta X
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Sugerimos que, nesta etapa, o ins-
trumento avaliativo seja composto

por uma questao que contemple

Questodes de . B ;
o Copias da uma das habilidades pretendidas
avaliagoes de . . L . .
’ folha de ativi- nesta unidade. A ideia é que o Individual 20 minutos
L larga escala S o
dades aluno se familiarize com questoes

OU CoNCurso L
cobradas em avaliagoes de larga

escala, como o ENEM, vestibulares,

concursos, etc.

Aspectos operacionais

Nossa sugestao é que vocé escolha, para compor o instrumento avaliativo, a questdo que tratar da habilidade
que for mais relevante para os seus alunos, seja para reforcar um ponto que néo ficou claro, seja pela relagdo com

outros temas e contextos ou mesmo pelo interesse dos préprios alunos.

Aspectos pedagodgicos

Apos a resolucdo das questdes, proponha uma discussao sobre as solu¢des encontradas.

Possivelmente, aparecerdo solucdes divergentes. Pondere sobre as equivocadas ressaltando onde reside o
erro. As questdes do ENEM tém em suas alternativas erradas sempre uma justificativa com erro plausivel. Obviamen-
te, isso ndo esta evidente na alternativa. Dessa forma, procure identificar o erro que gerou cada uma das alternativas

e discuta com os alunos.
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Folha de atividade - Questao objetiva (Enem - 2011)

Nome da escola:

Nome do aluno:

Questao 1:

(ENEM -2011) Uma equipe de especialistas do centro meteorolégico de uma cidade mediu a temperatura do

ambiente, sempre no mesmo hordrio, durante 15 dias intercalados, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de

procedimento é frequente, uma vez que os dados coletados servem de referéncia para estudos e verificacdo de ten-

déncias climaticas ao longo dos meses e anos.

As medicdes ocorridas nesse periodo estdo indicadas no quadro:

1

O N U1 W

15,5
14
13,5
18
19,5
20
13,5
13,5
18
20
18,5
13,5
21,5
20
16

Em relagcdo a temperatura, os valores da média, mediana e moda sdo, respectivamente, iguais a

a. 17°C,17°Ce13,5°C.
b. 17°C,18°Ce 13,5°C.

a 0

7°C,13,5°Ce18°C.
17°C,18°Ce 21,5°C.
e. 17°C,13,5°Ce21,5°C.
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Questao 2:

(ENEM -2012) A tabela a seguir mostra a evolugao da receita bruta anual nos trés ultimos anos de cinco micro-

empresas (ME) que se encontram a venda.

2009 2010 2011
(em milhares de reais) | (em milhares de reais) | (em milhares de reais)
200 220 240

Alfinetes V
Balas W 200 230 200
Chocolates X 250 210 215
Pizzaria Y 230 230 230
Tecelagem Z 160 210 245

Um investidor deseja comprar duas das empresas listadas na tabela. Para tal, ele calcula a media da receita

bruta anual dos ultimos trés anos (de 2009 ate 2011) e escolhe as duas empresas de maior media anual.
As empresas que este investidor escolhe comprar sdo

a. BalasW e Pizzaria .
b. Chocolates X e Tecelagem Z.

Pizzaria Y e Alfinetes V.

n

Pizzaria Y e Chocolates X.

o

e. Tecelagem Z e Alfinetes V.
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-a

Volume 2 e Mddulo 4
Expansao:
Polinomios 11

Erika Silos de Castro (coordenacdo), André Luiz Martins Pereira, Luciana Felix da Cos-

ta Santos e Renata Cardoso Pires de Abreu.

|/\+Voo\u§o7\o

Na expansao do material do aluno, sao apresentados exemplos histéricos
em que é possivel observar a presenca de conceitos algébricos relacionados a
ideia de polindbmios. Nesta unidade, o aluno tera a oportunidade de ampliar os
estudos relacionados a esse tema, utilizando teoremas e regras praticas para re-
solver problemas e equacgdes polinomiais, tais como o teorema do resto, o dispo-

sitivo de Briot-Ruffini, o Teorema Fundamental da Algebra e as relacdes de Girard.

Para auxilid-lo, pesquisamos e elaboramos algumas atividades e recursos
que podem complementar a exposicao deste tema em suas aulas. Uma descricao
destas sugestdes e seu detalhamento sao apresentados nas tabelas e paginas se-

guintes.

Sugerimos que a primeira aula dessa unidade se inicie com uma atividade
disparadora. Esta é uma atividade proposta para ser realizada em grupo, promo-
vendo uma dinamica entre os alunos. Nesse momento, é esperado que algumas

nocoes basicas relacionadas a ideia de polindmios sejam ampliadas.

Para dar sequéncia ao estudo dessa unidade, disponibilizamos alguns re-
cursos complementares, vinculados ao contetido do material didatico do aluno.
Sugerimos que sejam utilizados nas aulas subsequentes a aula inicial, de acordo
com a realidade da sua turma. Ressaltamos a importancia de fazer as alteracoes e

adaptacgdes que julgar necessarias.

Por fim, aconselhamos que a ultima aula desta unidade seja dividida em
dois momentos: o primeiro dedicado a uma revisdo geral do estudo realizado
durante esta unidade, consolidando o aprendizado do aluno a partir da retomada
de questdes que surgiram durante o processo e o segundo, um momento de ava-
liacdo do estudante, priorizando questionamentos reflexivos que complemen-

tem as atividades e exercicios resolvidos durante as aulas.
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Apresentacao da unidade do material do aluno

Caro professor, apresentamos, abaixo, as principais caracteristicas desta unidade:

Estimativa de aulas para

Disciplina

essa unidade

» Expansao —
Mateméatica 2 4 S 4 aulas de 2 tempos
Polinémios Il

Titulo da unidade Tema

Polinbmios - Parte 2 Polindbmios

Objetivos da unidade

Utilizar o teorema do resto para resolver problemas;

Utilizar o dispositivo prético de Briot-Ruffini na divisdo de polinémios;

Resolver equagdes polinomiais utilizando o teorema fundamental da dlgebra;

Utilizar as Relagdes de Girard para resolver equagdes polinomiais.

Paginas no material do

aluno
Para inicio de conversa... 219a 221
Secdo 1 - Divisdo de um polindmio e calculo do resto 222 a 227
Secdo 2 - Raizes de polindmios 227 a 231
Secao 3 - Relagdes de Girard 231a235
Resumo 235
Veja ainda 236
O que perguntam por ai? 241

Em seguida, serdo oferecidas as atividades para potencializar o trabalho em sala de aula. Verifique a correspon-

déncia direta entre cada secdo do Material do Aluno e o Material do Professor.
Serd um conjunto de possibilidades para vocé, caro professor.

Vamos 13!
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Recursos e ideias para o Professor

Tipos de Atividades

Para dar suporte as aulas, seguem os recursos, ferramentas e ideias no Material do Professor, correspondentes

a Unidade acima:

9 ¢0 9

Atividades em grupo ou individuais

Sédo atividades que sdo feitas com recursos simples disponiveis.

Ferramentas

Atividades que precisam de ferramentas disponiveis para os alunos.

Applets

Sdo programas que precisam ser instalados em computadores ou smart-phones disponiveis

para os alunos.

Avaliacao

Questbes ou propostas de avaliacdo conforme orientacdo.

Exercicios

Proposicdes de exercicios complementares

Matematica e suas Tecnologias - Matematica
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Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Problemas

historicos

llustrando o
estudo dos
polindbmios

Cépias da
folha de ativi-
dades

Cépias da
folha de ativi-
dades

Esta atividade tem por obje-
tivo apresentar alguns pro-
blemas histéricos exploran-
do a traducdo da linguagem
corrente para a linguagem
simbolica, algébrica.

Os alunos deverao relacio-
nar exemplos de algumas
fungoes polinomiais ja
abordadas na Fisica com o

estudo dos polindmios.

Duplas

Individual

50 minutos

40 minutos

Secao 1 - Divisao de um polinémio e cdlculo do resto

Tipos de
Atividades

114

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Turma

Pdginas no material do aluno

222 a 227

Tempo
Estimado

Modelando
embalagens

Copias da
folha de
atividades,

computador
com Datashow

A atividade se propoe a
enfatizar, a partir de um
video, situacoes em que
polindmios sdo usados para
modelar a confeccao de

embalagens.

Duplas

50 minutos




Tipos de

Atividades

Secao 2 - Raizes de Polinbmios

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

227 a 231

Tempo

Tipos de
Atividades

Estimado

Geogebra e
o Teorema
Fundamental
da Algebra

Laboratério de
informatica,
software Geo-
gebra, cépias
da folha de

atividades.

Esta atividade tem por
objetivo fazer com que os
alunos percebam a relacdo
que existe entre o grau e o
numero de raizes reais de
um polinémio, utilizando o

software livre GeoGebra.

Duplas

50 minutos

Secao 3 - Rela¢des de Girard

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Pdginas no material do aluno

231a235

Tempo
Estimado

Relacoes de
Girard para
Polindbmios de
Grau 4

Cépias da
folha de ativi-
dades

Esta atividade tem por obje-

tivo estabelecer as relagoes

entre os coeficientes de um

polindbmio e suas raizes (rela-

¢oes de Girard) para polino-
mios de grau 4.

Grupos de 3
ou4

50 minutos
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Secao O que perguntam por ai...

Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Material
Necessario

Descri¢ao Sucinta

Pdgina no material do aluno

241
Divisao da Tempo

Turma Estimado

Questoes de

vestibular

Imagem para
projecao, dis-
ponivel neste

material

Duplas -

Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Material
Necessario

Avaliacao

Descricao Sucinta

Divisao da Tempo

Turma Estimado

Avaliacao da
Unidade

Folha de
atividades, ma-
terial do aluno,

lapis/caneta

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para
a unidade dividido em duas

etapas: registro de apren-

dizagens e questoes tanto
objetiva como dissertativas,
a serem escolhidas a critério

do professor.

Individual 40 minutos

Titulo da
Atividade

Tipos de
Atividades

Atividade Complementar

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da Tempo

Turma Estimado

Exercicios

Complemen-

tares

Folha de ativi-
dades

Essa atividade propoe al-
guns exercicios que podem
auxiliar na fixacao das princi-
pais nogoes ligadas a ideia

de polindmio.

Duplas ou trios -
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Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
L. L. L. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade tem por obje-

tivo apresentar alguns pro-

Copias da .
Problemas | blemas histéricos exploran- .
o folha de ativi- ) . Duplas 50 minutos
historicos dad do a traducdo da linguagem
ades

corrente para a linguagem

simbdlica, algébrica.

Aspectos operacionais

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero
de alunos da sua turma. Essa atividade apresenta trés problemas do papiro de Rhind, trés versos de Bhaskara e pede

para que os alunos facam a traducao da linguagem corrente, apresentada nos textos, para a linguagem algébrica.

No inicio da atividade, divida os alunos em duplas e distribua, para cada um, uma cépia da folha de atividades.
Isso ira facilitar a leitura individual do texto. No entanto, professor, vocé deve estimular cada dupla a dialogar e resol-

ver em conjunto as questoes propostas.

Aspectos pedagodgicos

A algebra estd muito presente no nosso cotidiano, sobretudo, no cotidiano escolar. Contudo, as representa-
¢oOes algébricas nem sempre estiveram disponiveis. Com essa atividade, apresentamos para os alunos os problemas
tal como eles eram estudados na sua época. Os trés primeiros itens correspondem a problemas do papiro de Rhind,
enquanto os outros sao problemas estudados por Bhaskara. A linguagem retérica pode parecer, digamos, estranha

para os alunos. Por isso, procure mostrar para eles como a representacao algébrica pode simplificar.

Para complementar a atividade, vocé pode sugerir uma pesquisa sobre o papiro de Rhind e outros aspectos da
Historia da Matematica. Caso algum aluno se interesse pelo aspecto histérico, sugerimos a consulta ao livro Histéria
da Matemadtica: uma visao critica, desfazendo mitos e lendas — Tatiana Roque, editora Zahar, no qual se apresentam

problemas e suas solu¢bes da maneira como os matematicos faziam na sua época.

Caso os alunos tenham alguma duvida na hora de passar da linguagem em que é apresentado o problema

para a algébrica, sugerimos que vocé faca o primeiro exercicio como exemplo.

Para resolver as equacbes correspondentes, os alunos podem se deparar com dificuldades, como, por exemplo,
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a soma de fracdes, a resolucdo de equacdes tanto do primeiro grau, quanto do segundo grau. Se necessario, sugeri-

mMos que vocé retome os temas que os alunos apresentarem dificuldade.

Incentive o uso da calculadora, para que uma potencial dificuldade com os calculos néo tire o foco da trans-
cricdo dos problemas. Talvez seja interessante, apds a transcricado dos problemas, que vocé discuta em conjunto, com
toda a turma, a resolucédo das equacgoes obtidas. Assim, a dificuldade da resolucao, bem como a da sua simplificacao,
podem ser esclarecidas. E importante também chamar a atencdo dos alunos para as solucdes das equacdes que nao

sdo solucdes do problema.

Folha de atividade - Problemas historicos

Nome da escola:

Nome do aluno:

Vocé ja ouviu falar da algebra, certo? A seguir apresentamos algumas situagdes descritas em linguagem cor-

rente. Antes de resolvé-los, vocé devera traduzi-los usando a linguagem algébrica.

1. Uma quantidade e seu sétimo, somadas juntas, ddo 19. Qual é a quantidade?

2. Uma quantidade e sua metade, somadas juntas, resultam 16. Qual é a quantidade?

3.  Uma quantidade e 2/3 dela sdo somadas. Subtraindo-se, desta soma, 1/3 dela, restam 10. Qual é a quanti-
dade?

4. Um bando barulhento de macacos se divertia. Um oitavo ao quadrado brincava no bosque. Doze, os que
sobraram, gritavam ao mesmo tempo, no alto da colina verdejante. Quantos eram os macacos no total.

5. De um bando de gansos, quando apareceu uma nuvem, dez vezes a raiz quadrada [do total] foram para o
lago de Manasa, um oitavo foi para a floresta coberta de hibiscos, e trés pares foram vistos brincando na
agua. Diz-me, donzela, o nUmero de gansos no bando. Nesse problema, a referéncia a raiz quadrada pode
ser um problema... Mas vocé pode indicar o nimero de gansos como x? e entdo, como esse nimero é po-
sitivo, sua raiz quadrada serd x. Assim, esse problema pode ser traduzido como indicado na tabela a seguir.
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nlmero de gansos x2

raiz quadrada [do total] de gansos X
dez vezes a raiz quadrada [do total] 10x
. . o 1
um oitavo foi para a floresta coberta de hibiscos gx
trés pares 6

A narracao indica o que aconteceu com todos 0s gansos, assim, temos a seguinte equagao

2
2 =10x+2-+6
8

Resolva-a para determinar o nimero de gansos.

6. Enraivecido numa batalha, Arjuna disparou uma quantidade de setas para matar Karna. Com metade das
setas desviou as setas do seu adversario; com quatro vezes a raiz quadrada do total, matou o seu cavalo;
com seis setas, matou o seu cocheiro Salya; depois com trés setas destruiu a protecao, o estandarte e o arco

do seu inimigo; e com uma seta, cortou a sua cabeca. Quantas setas Arjuna disparou?

Atividade Inicial

Tipos de Titulo da Material - X Divisao da
. L. .. Descricao Sucinta
Atividades Atividade Necessario Turma

Tempo
Estimado

Os alunos deverao relacio-

llustrando o Cépias da nar exemplos de algumas
estudo dos folha de ativi- fungoes polinomiais ja Individual
polindbmios dades abordadas na Fisica com o

estudo dos polindmios.

40 minutos

Aspectos operacionais

Antes de fazer qualquer definicdo, ou mesmo resolver problemas cldssicos sobre polindbmios, é interessante

apresentar exemplos de aplicacdes sobre o assunto, relacionando-o com temas de Fisica ja estudados. Neste caso,
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professor, procure ilustrar o conceito de polindmio a partir das aplicacdes apresentadas na folha de atividades.

Entregue a folha de atividade para cada aluno propondo que respondam as questdes observando as diferen-

tes situacdes em que o polindmio aparece.

Professor, é interessante citar alguns exemplos de aplicacdo dos polindmios. Por exemplo, quando se deseja
projetar uma obra publica, como um sistema de abastecimento de dgua, deve-se estimar a populagao daquia 20 ou
50 anos. Baseando-se em dados de anos anteriores, podemos chegar a uma funcao de crescimento da populacao,

que pode ser aproximada por um polinébmio.

Outra aplicacdo de polindmios é em criptografia. Em Engenharia temos muitos problemas que sao resolvidos
por polindmios. Em Fisica também: no lancamento de um projétil, por exemplo, a trajetéria descrita é uma parabola,

que é representada por um polinédmio do segundo grau. S&do inUmeras as aplicacdes de polindmios na vida prética.

Folha de atividade - llustrando o estudo dos polinomios

Nome da escola:

Nome do aluno:

, - . . 1 N
1. Através da funcdo polinomial E, =Emv , podemos calcular a energia cinética de um corpo, em outras
palavras, a energia que se manifesta nos corpos em movimento. Nessa funcéo, Ec indica a energia cinética,

em joules, m indica a massa o corpo, em kg e v, a velocidade, em m/s.
a. Quais as variaveis desse polinémio?
b. Considerando Ec um polindmio na varidvel , qual o seu grau?

c. Supondo um carrinho de massa 20 Kg, com uma velocidade de 5m/s. Calcule a sua energia cinética.

2. Afuncao polinomial S=5+2t+4t> éafuncao horaria do espaco no Movimento Uniformemente Variado.
Nessa fungao polinomial, S € a posigao; S, € a posicao inicial; v0 € a velocidade inicial; t é o tempo e a é a
aceleracgao.

3. Vocé lembra de outro polindmio estudado na Fisica? Dé alguns exemplos de polinémios do 1° grau, consi-

derando como variavel o tempo t.
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Pdginas no material do aluno

Secao 1 - Divisao de um polindémio e cdlculo do resto SR

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

et - .. Descricdo Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

A atividade se propode a

Copias da . .
enfatizar, a partir de um
folha de 5 . y
Modelando o video, situagdes em que .
atividades, L Duplas 50 minutos
embalagens polindmios sdo usados para
computador

modelar a confecgao de
com Datashow
embalagens.

Aspectos pedagodgicos

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero
de alunos da sua turma. E igualmente importante que verifique a viabilidade da utilizacdo de um computador com

Datashow e kit multimidia para reproduzir o video que se encontra no seu material.

Apos a apresentacdo do video e possiveis discussoes, distribua uma folha de atividades para cada aluno, peca
que se dividam em duplas e resolvam os problemas. Depois da resolucdo, procure enfatizar as diferentes situacdes
onde os polinémios podem ser aplicados e convide-os a modelar um problema de confeccdo de embalagens a partir

da resolucao de equacoes algébricas.

Aspectos operacionais

Professor, é interessante iniciar o contetido de polinémios dando énfase as situacdes-problemas que envolvam
esse conceito. Essa atividade foi baseada e utiliza o video disponivel em: http://m3.ime.unicamp.br/portal/Midias/Videos/
index.php?url=http.//m3.ime.unicamp.br/portal/Midias/Videos/VideosM3Matematica/MatematicanaEscola/Embalagens/

O video mostra a funcionaria Daniela pedindo ajuda para recortar uma folha de papeldao e montar caixas em
forma de paralelepipedo retangulo, que sera usada para embalar velas de 10 cm de altura.
A funcionaria é orientada a seguir os seguintes passos:

= Asfolhas de papeldo medem 120 cm de comprimento por 60 cm de largura; logo, devem ser recortadas em duas
de 60 cm, ja que as bases das caixas devem ser quadradas.

= Em cada canto da folha quadrada (60 cm x 60 cm) deve ser recortado um quadrado de 10 cm de lado. Esse corte
serd usado para formar as quatro abas de 10 cm de altura, que deverao compor a superficie lateral de cada caixa.

Cada caixa devera ter 40 cm de aresta da base e 10 cm de altura; e o volume seré entao: V = (40)2.10 = 16000 cm?.
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As funcionarias analisam a variacdo de volume em func¢do da variacdo da medida x dos lados dos quadrados
recortados nos quatro cantos. Como a aresta da base da caixa quadrada mede (60 — 2x) e a altura mede x, obtém-se a

férmula: V = (60-2x)2.x = 4x3 - 240x2 + 3600.x, que € um polindémio de terceiro grau.

Professor, para efeito de ilustracdo, vocé pode ainda relacionar ao polindmio encontrado, o estudo gréfico da
funcao polinomial que representa o volume da caixa com relacdo a sua altura. A partir dai, podera verificar o valor
do volume maximo e como consequéncia os valores onde a funcdo volume é crescente (intervalo de zeroa 10 cm) e

decrescente (intervalo a partir de 10 cm a 30 cm).

(10, 16000)
18000 -
16000 -

;E 14000 -

S 12000 -

£ 10000 -

6000 - /{2, 6272)
4000 -

~w

0 10 20 30 40
altura (cm)

Grafico do volume da caixa com relacao a sua altura

Figura 1 - Grafico do volume da caixa em funcéo da altura

A questao proposta na folha de atividades propde que o aluno investigue, a partir do polindomio V = (60-2x)%x
= 4x3 - 240x? + 3600.%, se ha outro valor possivel para o lado do quadrado a ser recortado em cada canto da folha de
papelédo, de maneira que o volume da caixa resultante também seja igual a 16000 cm? . Ou seja, nosso problema é
resolver a equacdo 4x® - 240x? + 3600.x = 16000, ou, equivalentemente, x> — 60x? + 900x — 4000 = 0.

E importante que vocé ressalte que uma das solucdes ja é conhecida, isto ¢, lembre a eles que cortando qua-

drados de 10 cm de lado j& obteremos uma caixa de volume 16000. Portanto, 10 é uma raiz da equacao.

Instigue os alunos a investigarem a possibilidade de outro tamanho para o quadrado cortado. Para isso, orien-
te-os a eliminarem a raiz conhecida, reduzindo a equacgao do terceiro grau a uma equacao do segundo grau, que

saberao resolver.
Note que, usando o dispositivo de Briot-Ruffini, podemos dividir x> — 60x? + 900x — 4000 por x-10, e ai teremos:

1 -60 900 -4000
10 1 1.10-60=-50 -50.10+900=400 400.10-4000=0

Logo, a equacao se reduz a x>~ 50.x + 400 = 0, que é uma equagao do 2° grau com raizes dadas por x,=10 e
X,=40.

122



Ao obter as solugdes para a equacgao do 2° grau, é importante perceber que ndo é possivel recortar um quadra-

do com 40 cm de lado, uma vez que as dimensdes originais da folha de papeldo sdo 120 cm x 60 cm.

A questdo seguinte apresenta uma situacao analoga a primeira, porém as outras solu¢des da equacao do 2°
grau sao irracionais. Pelas dimensdes da folha e pelo valor decimal aproximado das raizes, percebemos que apenas
uma delas fornece uma dimensao possivel para o lado do quadrado. E interessante que os alunos possam obter uma
aproximacao decimal para essa outra possivel medida de lado do quadrado a ser recortado. Estimule-os a utilizar

desenhos das embalagens para auxiliar na visualizacdo do problema.

Folha de atividade - NModelando Embalagens

Nome da escola:

Nome do aluno:

1. Baseados no video, vimos que quando cortamos quadrados de lado 10 cm nos cantos de uma folha de
papeldo quadrada de 60 cm de lado e dobramos conforme a figura, conseguimos formar uma caixa sem
tampa, cujo volume é igual a 16000 cm3. Utilize o dispositivo de Briot Ruffini para verificar se existe algum
outro valor para o lado do quadrado a ser recortado em cada canto para qual o volume da caixa resultante
também seja igual a 16000 cm3. Justifique a sua resposta.

60 cm

60 cm

2. Agoraimagine que vocé deseja cortar quadrados em cada canto de uma folha de papeldo quadrada, com
18 cm de lado, para obter uma caixa de papeldo na forma de um paralelepipedo sem tampa.

a. Determine o polindmio que representa o volume da caixa em relacdo ao lado de medida x dos quadrados

cortados.

b. Cortando-se quadrados de lado 4 cm nos cantos da folha é possivel construir uma caixa de 400 cm3. Existe
algum outro valor para o lado do quadrado a ser recortado em cada canto para qual o volume da caixa resultante

também seja igual a 400 cm?? Justifique a sua resposta.
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Pdginas no material do aluno

Secao 2 — Raizes de Polinbmios 227 a 231

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

et - .. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

. Esta atividade tem por
Laboratério de o
objetivo fazer com que os

Geogebra e informatica, y
alunos percebam a relacdo
o Teorema software Geo- ) .
. que existe entre o grau e o Duplas 50 minutos
Fundamental | gebra, cépias ’ 5 .
numero de raizes reais de

da Algebra da folha de

. um polinémio, utilizando o
atividades.

software livre GeoGebra.

Aspectos operacionais

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nime-
ro de alunos da sua turma. E importante também reservar o laboratério multimidia com antecedéncia e instalar o
software Geogebra, que se encontra disponivel no seguinte site: http://www.geogebra.org. Se preferir, pode instalar
o Geogebra a partir do arquivo executavel que se encontra no seu material multimidia, denominado Geogebra e o

Teorema Fundamental da Algebra. Aproveite a oportunidade para estabelecer uma divisao da turma em duplas.

Ao entrar no laboratério multimidia (com o Geogebra ja instalado), peca que cada dupla ocupe um computa-

dor e entregue uma folha de atividades para cada aluno. Em seguida, peca que realizem os seguintes passos:

Passo 1: Iniciar o aplicativo GeoGebra, que fara surgir a seguinte tela:

| O Gannten £53 03
ADAY Lot Letw Ooqles Temamartes Joress AnSe
b Al ~d ¢ . wire 2 INel L s e e
. ” . L\ 2 - AN S | Amaste um otgets sekeconate (Hs0) »
Otedcn Lvves x o
Otyetca Degencentes
"
"
T
2
3 0 5 : v
0 vean . v 4 = Comente -
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Professor, comente com seus alunos que, na barra de botdes, temos diversas ferramentas que podem ser
utilizadas.

Sl 1%l

A" 2"

(9] (<)

" "

® [l _az2l] | g || Mover -
o — < Arrastar ou selecionar obje

Em todos os botdes, aparece uma seta no canto inferior direito, que, ao ser clicada, permite visualizar as op¢oes
existentes.

Arquivo  Editar Exibir Opgdes Janela Ajud:

DY %)% 88 o] P

v A4 A4
o Novo ponto

X Intersegéo de dois objetos

o
&t Ponto médio ou centro

Passo 2: Apresentando exemplos de polindmios.

Na parte inferior da tela, existe uma caixa de texto destinada a entrada de dados e de férmulas. Digite:
p(x) = x> + 2x* - 2x + 1, ou p(x) = xA3 + 2*x? -2*x + 1. Depois dé enter e digite q(x) = x>+ 2x> - 2x - 1 ou
p(x) = x3+ 2*x2 - 2*x - 1

Observacao: Dependendo da versdo, para digitar os expoentes de x, basta a clicar na caixa que se encontra a
direita na caixa de entrada.

Observe que, no lado esquerdo da tela, existe a 4rea Janela de Algebra, onde aparecem os polinémios digita-

dos. No lado direito da tela, existe a area grafica, onde serdo tracados os graficos dos polindmios.
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2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

A eo]o) ) 00
» Janela de Algebra = ~ Janela de Visualizagio
= Funcdo Cc~
@ p(x) = x4+ 2x2—2x 41
&
@ q(x) = X* +2x2—2x —1
4
[ 7 s o 10 B 12 13 14 15 18
2]
3]
4]
54
Entrada: AR

% T f 7 — =
) Leia as revistas A Se... T capitulo 3 - Microso... | 1@ _20130206_10184501... GeoGebra T «Wie@B@ VT ¢ 1046

Passo 3: Verificar se um determinado niimero é raiz do polinémio.

Para verificar se o nimero 1 é raiz do polindmio q(x), digite, na caixa de entrada: a=q(1). Na Janela de Algebra,
aparecera a=0, o que significa que o valor numérico do polindmio é 0 quando x=1.

Professor, peca aos alunos que testem outros numeros, utilizando outras letras como variaveis, por exemplo:

b=q(0); c=q(-1), etc. Com este procedimento, os valores numéricos ficaram registrados na Janela de Algebra.

Depois de fazerem as verificagdes com o polindbmio q(x), faca o mesmo para p(x), calculando o valor numérico
do polindmio para diferentes valores de x.

Detalhe: -3 e -2 nao sao raizes de nenhum dos dois polindmios estudados, s6 queremos que os alunos se fami-
liarizem com os comandos do Geogebra. As raizes de p(x) sdo irracionais.

Passo 4: Determinar as raizes de um polindmio.

Oriente os alunos a digitarem na caixa de entrada: raiz[q] e depois raiz[p]. Com este comando, serao exibidos os
pontos de interseccdo dos graficos dos polinémios com o eixo das abscissas. Estes pontos aparecerao na Janela de Al-

gebra e na area gréfica. No entanto, como as raizes de p sdo irracionais, o software apresenta uma aproximacao decimal.

Professor, apds esta exploracéo instigue os alunos a perceberam alguma relacdo entre o grau de polinémios e
0 numero maximo de raizes reais. Para isso, vocé pode estimula-los a criarem e testarem outros polindmios de graus
maiores que 3, como por exemplo 7 e 8.
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Aspectos pedagodgicos

Essa atividade propde que o aluno seja instigado a relacionar o nimero de raizes reais de um polindmio com o

seu grau, utilizando o Geogebra para se aproximar do chamado Teorema Fundamental da Algebra.

Professor, apds explorar o Geogebra e fazer os graficos de p(x), de q(x) e de polindmios com grau maior do que
3, pergunte aos alunos se eles perceberam se existem alguma relacdo entre o grau de polindmios e o nimero maximo
de raizes reais. Esperamos que, com essa exploracao, os alunos consigam perceber tal relagdo, abrindo a porta para
que vocé, professor, possa enfim apresentar o famoso Teorema Fundamental da Algebra - que no material do aluno
esta registrado como corolrio do Teorema Fundamental da Algebra. Saliente que ambos podem ser considerados o
Teorema Fundamental da Algebra e que, neste caso, o corolario é mais conveniente para ser trabalhado nesta ativida-

de, pois estabelece uma relagdo entre o grau do polindmio e o nimero maximo de raizes.

Assim, consideremos como o Teorema Fundamental da Algebra o sequinte enunciado: todo polinémio de grau

n tem no maximo n raizes reais distintas.

Na folha de atividades, sao apresentados outros polindomios, que poderdo ser usados para testar a validade do
Teorema Fundamental da Algebra. Além disso, sugerimos que vocé proponha translacoes verticais dos graficos, para

que os alunos verifiquem a mudanca do nimero de raizes sem deixar de validar o teorema.

Outra observacao relevante se refere a observacdo de que um polindmio de grau impar possui sempre pelo

menos uma raiz real.

E importante que os alunos associem o nimero de raizes reais de um polindmio ao nimero de pontos em que

o grafico corta o eixo x.

Folha de atividade - Modelando Embalagens

Nome da escola:

Nome do aluno:

1. Utilizando o Geogebra, determine o grafico e o nimero de raizes reais de cada um dos polinémios abaixo:
a. p(x) =x3 + 5x%-2x -24
b. g(x) = x>-3x3+2x%+x-1
c. f(x)= x3-1
d. g(x)= x2-2x+1

e. h(x)=x*+1
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2. Observe os graficos dos polindmios de graus impares que vocé construiu na atividade anterior. Algum
deles ndo corta o eixo x? O que vocé observa em relacdo ao nimero de raizes reais desses polinédmios?
Justifique sua resposta.

Pdginas no material do aluno

Secao 3 - Relagbes de Girard 231a235

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

e - ‘. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade tem por obje-

Relagbes de o tivo estabelecer as relagoes
) Copias da »
Girard para | entre os coeficientes deum | Grupos de 3 .
o folha de ativi- . 5 50 minutos
Polinbmios de dad polindmio e suas raizes (rela- ou 4
ades
Grau 4 ¢oes de Girard) para polino-

mios de grau 4.

Aspectos operacionais

Professor, é importante que vocé reproduza a folha de atividades, com antecedéncia, de acordo com o nimero
de alunos da sua turma.

Essa atividade propde estabelecer as relagdes de Girard para polindbmios de grau 4, dando continuidade ao
material do aluno, que o faz somente as relacdes para polindmios de grau 3. A proposta é que vocé realize, em con-

junto com a turma, o procedimento para se obter as relacdes de Girard para polindmios do quarto grau.

A seguir, apresentamos uma sequéncia que sugerimos que seja apresentada aos alunos a partir de uma expo-

sicdo na lousa, explicando os passos como descrito a seguir:
Apresente o seguinte polindmio aos alunos.
p(x)=ax*+bx*+cx?+dx+e

Nessa equacao polinomial, é possivel haver, no maximo, quatro raizes: x1, x2, x3, x4. Instigue os alunos, per-
guntando o porqué de a afirmacdo anterior estar correta. Serda uma boa oportunidade para relembrar o Teorema

Fundamental da Algebra.
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Depois disso, relembre com a turma o procedimento que foi feito no material do aluno.

Pergunte se eles tém alguma sugestdo para determinar relacbes entre os coeficientes e as raizes dos polino-

mios de grau 4. Caso eles ndo tenham sugestao, fale que podemos proceder exatamente da mesma maneiral

O procedimento que se encontra no material do aluno, nada mais € que assumir x,, x,, X,, X, cOmMo raizes de

p(x), e escrevé-lo da seguinte forma.

p(X) = alx _X1)(X _Xz)(x _X3) X = X,)

Efetuando as multiplicacoes, obtemos
4 3 2
p(x)=ax® —a(x, + X, +X; + X, ) x> +a(X,X, + X, X; + XX, + X, X5 + X, X, + X;X, ) X

—a( XX, X5 + X, X, X, + X, XX, + X, XX, ) X +a( XX, X, X,)

. 4 3 2 N ~ .
Comparando essa escrita com p(x)=ax" +bx’> +cx’ +dx+e , chegamos as relacées de Girard.
)
X X, + X+ X, = A
—C
XXy + X, X5 + X, X, + X, X, + XX, + XX, = A

——d
X XpXs + XXXy + XXX, + X, X3 X, =79
XX, XX, =€
182434, A

Sugerimos que vocé, professor, faca essas multiplicacdes em conjunto com a turma e relembre que dois poli-
ndmios sdo iguais quando seus coeficientes para os termos de mesmo expoente o séo.

Aspectos pedagodgicos

Logo no inicio da atividade, entregue a cada um dos alunos uma cépia da folha de atividades. Apesar
disso, professor, vocé deve sugerir que cada grupo dialogue entre si, trocando ideias para que, assim, possam
resolver em conjunto as questdes propostas.

Umaquestdorelevantedeveserdestacada:nahoradeapresentaropolinémio p(x)=ax* +bx* +cx’ +dx+e
, destaque o fato de esse polindmio ter no maximo quatro raizes reais. Instigue os alunos, perguntando o porqué
de essa afirmacéo estar correta. Sera uma boa oportunidade para relembrar o Teorema Fundamental da Algebra,
que se encontra nas paginas 44 e 45 do material do aluno.

Se seus alunos tiverem interesse, ao final da atividade, vocé pode questiona-los sobre as relacdes, pergun-
tando se eles saberiam determinar as relagdes para um polinémio de grau 5. Para isso, sugerimos que vocé oriente
os alunos a comparem as relacées dos polindomios de graus 2, 3 e 4.
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Folha de atividade - Relacdes de Girard para Polindmios de Grau 4

Nome da escola:

Nome do aluno:

4 3 2
1. Estabeleca as relacoes de Girard para o polinomio P(X)=ax" +bx’ +cx* +dx+e Faca todo o desenvol-

vimento. (Dica: Repita 0 mesmo desenvolvimento do material do aluno)

2. O polinbmio p(x)=36x" +12x* =23x” —4x+4 tem duas raizes duplas. Quais sdo elas? (Dica: use as re-

lagdes de Girard)

Pdgina no material do aluno

Secao O que perguntam por ai... 241

Tipos de Titulo da Material - X Divisao da Tempo
. L. .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Imagem para

Questoes de | projecao, dis-

. ’ - Duplas -
vestibular ponivel neste
material

Aspectos operacionais

Na secao O que perguntam por ai.., do material do aluno, séao apresentadas duas questdes de vestibular que
envolvem os conhecimentos sobre polindmios trabalhados nesta unidade. Essas questdes ja se encontram resolvidas
no material do aluno, mas vocé podera trabalha-las a partir da projecdao das imagens disponiveis no seu DVD e nesse

material, de acordo com as seguintes orientagdes.
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(EEM - SP)

1. Determine as raizes da equagao x3-3x-2=0, sabendo-se que uma delas é dupla.
Umas das raizes, determinada por tentativa é 2.

23-3.2-2=0

Dividindo o polindémio or (x-2) encontramos x?+2x+1=0

x=1é araiz dupla.

Solucao Comentada: Por tentativa, se obteve que x =2 é raiz do polindmio dado. A partir dai, pode-se utilizar
o dispositivo de Briot-Ruffini para dividir o polinémio por x-2 e assim recair num polindmio de grau 2, do qual obtém-

-se facilmente as raizes - neste caso, duplas: X, =X,=-1

(Faap-SP)

2. Calcule os valores de a, b, e, c para que o polindbmio

p,(x) = a(x+c)’ + b(x+d) seja idéntico a p,(x) = x> + 6x* + 15x + 14.

Sugestao: desenvolver os produtos, escrever na forma geral do polinémio e igualar os coeficientes de p,(x)

com os de P, (X). Lembrando que (a+b)3 = a% + 3a’b + 3ab?+ b?

3
Solucdao Comentada: Neste caso, ao desenvolvermos o produto G(X + C) + b(X + d) , temos:
a(x+c)’ +b(x+d)=a(x* +3cx’ +3¢’x + )+ bx +bd = ax’ +3acx’ +3ac’x +ac® + bx + bd

=ax® +3acx? +(3ac2 er)x+ac3 +bd

Logo, igualando termo a termo, obtemos:

a=1,

3ac =6, entdo 3.1.c=6, isto é c=2;

3ac’ +b=15, entdo 3.1.2° + b=15, isto é b=3;
ac® +bd =14, entdo 1.2° +3d =14, isto é d =2

~y -
Aspectos pedagodgicos
Ap0s a resolucao destas questdes em aula, vocé pode promover uma analise coletiva das respostas encontra-

das pelos alunos, com uma breve discussao a respeito dos possiveis erros cometidos. Nesta etapa, procure priorizar

0s erros que, no seu entendimento, forem mais comuns.
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Avaliacao

Tipos de Titulo da Material o . Divisao da Tempo
. L. .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo para
Folha de a unidade dividido em duas
Avaliacdo da | atividades, ma- [ etapas: registro de apren-

; . . ) Individual 40 minutos
Unidade terial do aluno, | dizagens e questoes tanto

lapis/caneta | objetiva como dissertativas,

a serem escolhidas a critério

do professor.

Aspectos operacionais

Para o momento de avaliagao, sugerimos a utilizagao do ultimo tempo de aula destinado a essa unidade. A
seguir, apresentamos sugestdes para a avaliacdo das habilidades pretendidas nesta unidade. Dividiremos nossas su-

gestdes avaliativas em duas etapas, conforme explicitadas a seguir.
Etapa 1: Registros de aprendizagens (Momento de Reflexao)

Aqui, vocé poderd propor que o aluno registre individualmente, na folha de atividades, as aprendizagens ma-
tematicas adquiridas com o estudo desta unidade. Para nortear esta avaliacdo, apresentamos algumas questdes para
os alunos, que podem complementar as que vocé ja usa para fazer a avaliacdo do desenvolvimento das habilidades

matematicas pretendidas:
= Divisdo de Polindmio
= Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini
=  Teorema do Resto
* Teorema Fundamental da Algebra
= Relagbes de Girard
Sugerimos, também, que este material seja recolhido para uma posterior selecdo de registros, a serem entre-
gues ao seu formador no curso de formacgao presencial. Desta forma, esperamos acompanhar com vocé como os

alunos estédo reagindo aos caminhos que escolhemos para desenvolver este trabalho e, se for o caso, repensa-los de

acordo com as criticas e sugestdes apresentadas.
Etapa 2: Questdes objetivas e discursivas

Sugerimos nesta etapa, a escolha de pelo menos uma questao objetiva que contemple uma habilidade preten-

dida nesta unidade para compor o instrumento avaliativo.
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Sugestao de questdes objetivas para avaliagcao:

Questio 1:

Os valores numéricos do quociente e do resto da divisio de P(x)=5x" -3x* +6x—1por d(x)=x*+x+1 por

x =-1 sao, respectivamente,

a. -7e-12
b. -7e14
c. 7e-14
d 7e-12
e. -7el2

Questao 2: (FUVEST 2009)

O polinébmio p(x)= x* +ax* +bx em que a e b sdo numeros reais, tem restos 2 e 4 quando dividido por x — 2

e x - 1 respectivamente. Assim, o valor de a é:

a. -6
b. -7
c -8
d -9
e. -10

Questio 3:

3
A soma de duas raizes do polindmio P(X)=X —=10x+m & 4.0 valor de m ¢, entéo, igual a:

a. 6

b. 12
c. 18
d 24
e. 30
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Questio 4: (FGV-SP)

Seja Q(x) o quociente da divisao do polinémio P(x)= x° -1 pelo polindmio d(x)=x-1.Entao:

a. Q0)=0
b. Q)<0
c QM=o
d Q-1=1
e. Q()=6

Questio 5: (Fuvest-SP)

Sabe-se que o produto de duas raizes da equacao algébrica 2x> - x> + kx +4 =0 éigual a 1. Entdo o valor de k é:

a. -8
b. -4
¢ O
d 4
e. 8

Respostas das questdes objetivas sugeridas

1d 2.a 3d 4.e 5.a

Sugestoes de questoes discursivas para a avaliacao:

Questio 1:

Quais os valores de m e n devemos ter para que o polindmio 2x* — x> +mx*> —nx+2 seja divisivel por

x*—x=2?
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Questio 2:

Dividindo p(x) = x3 -4x2 + 7x - 3 por certo polindmio h(x) , obtemos o quociente q(x) = x -1 e o resto r(x) = 2x

-1. Determine h(x).

Questio 3:

Calcule o valor de a sabendo que p(x) = 2x3 + 4x2 - 5x + a é divisivel por h(x) = x-1.

Questio 4:

Resolver a equacao x3-3x>-x+3= 0, sabendo-se que a soma de duas raizes é zero.

Questio 5:

Sabendo-se que 1 é a raiz da equacao x* - 2x* + ax + 6 = 0, determinar a e as demais raizes da equacao.

Respostas e comentarios das questdes discursivas sugeridas:
Questdo 1: Usando o algoritmo da divisdo (método das chaves) temosquem=-6 en= 1
Questao 2: Utilizaremos a formula da divisao de polindmios, que é a seguinte:

Quando um polinémio (dividendo) é dividido por outro (divisor), o dividendo sempre sera igual ao quociente,

que é o resultado da divisdo, multiplicando pelo divisor e somado ao resto da divisdo. Assim:
DIVIDENDO = (QUOCIENTE.DIVISOR)+ RESTO

Assim sendo, temos um polindmio sendo dividido por outro, como diz o exercicio. O que estd sendo dividido,
p(x), é o dividendo, e h(x) é o divisor. O quociente é q(x) e o resto é r(x). Para descobrir h(x), basta usar a equacdo acima.

Substituindo, temos:
X3 =42+ 7x—3=[(x=1).h(x)]+ 2x =1
Primeiro, passaremos o resto, que soma no lado direito, para o outro lado subtraindo. Ficaria:
X2 — 42 +7x = 3= 2x+1=(x=1).h(x)
X -4x2 +5x—2=(x=1)h(x)

Para descobrir o valor de h(x), precisamos passar (x-1), que esta multiplicando, para o outro lado da equacéo,
mas dividindo. Portanto, teriamos:
(X3 —4x? +5x—2)

x—=1

=h(x)
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Agora, para descobrir h(x), basta resolver a divisdo de polindmios. Essa divisdo de polindmios pode ser resolvi-

da por Briot-Ruffini ou Método Euclidiano (das chaves).

h(x)=x*—3+2

Questdo 3: Quando um polindmio é divisivel por outro, sabemos que o resto dessa divisao é igual a zero
(Teorema de D’Alembert). Também sabemos, pelo Teorema do Resto, que, ao substituir a raiz do divisor (igualando o
divisor a zero e descobrindo x) no dividendo (substituindo o valor descoberto no lugar de x), o resultado precisa ser

o resto da divisdo.

Como o polindmio é divisivel, ja sabemos que o resto é igual a zero. Portanto, ao substituir a raiz do divisor, no

caso x =1, em p(x), o valor de p(x) para x = 1, ou seja, p(1), tem que valer zero. Assim, fica facil descobrir o valor de a.
Descobrindo a raiz do divisor:
0=x-1
x=1
Substituindo no dividendo:
p(1)=2.1*+4"2-51+a

Sabemos que o resto vale zero, entao p(1) pode ser igualada a zero.

0=2+4-5+a
0=1+a
a=-1

Questado 4: Usando as relacdes de Girard encontramos que 3 é uma de suas raizes, novamente utilizando Gi-

rard encontramos que as outras raizes séo 1 e -1.

Questdo 5: a =-5 e as demais raizes, usando o teorema fundamental da algebra, serdo-2 e 3.

Folha de atividade - Avaliacao - Etapa 1

Nome da escola:

Nome do aluno:

Momento de Reflexao

Neste momento, propomos que vocé retome as discussdes feitas na unidade 8 e registre as aprendizagens
matematicas adquiridas com o estudo dessa unidade. Para ajuda-lo nos seus registros, tente responder as questoes

a seguir.
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Questio 1:

Qual foi o contetildo matematico estudado nessa unidade?

Questio 2:

Dé um exemplo de uma aplicagao dos conhecimentos aqui estudados.

Questio 3:(FEI - SP):

Sendo p(x) = ax* + bx®+ce qx) = ax® - bx - ¢, determine os coeficientes a, b e ¢, sabendo que p(0)=0, p(1) =
Oeq(l)=2.

Questio 4:

Os polindmios P(x) = x3 + 5x2 - 2x — 24 e Q(x) = x® - 3x? - 10x + 24 sao divisiveis por:

a. 5x2-2x-24

b. x¥*-x-6
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Questio 5: (UEL):

Se o resto da divisao do polindmio p(x) = x*- 4x3- kx - 75 por (x- 5) € 10, o valor de k é:

a. -5
b. -4
¢ 5
d 6
e. 8

Respostas Comentadas da Folha de Atividades - Avaliacao - Etapa 1:

Questdo 1: Aprendemos um pouco mais sobre a teoria de polindmios, destacando como dividimos poliné-
mios, aprendemos o teorema do resto (Teorema de D’Alembert), o dispositivo de Briot-Ruffini, o Teorema Fundamen-

tal da Algebra e as Relacdes de Girard.

Questao 2: Os polinbmios sao usados para descrever curvas de diversos tipos. Poderao citar exemplos das

fungées polinomiais utilizadas na Fisica, os polindbmios e equag¢des polinomiais das construcdes de embalagens etc.

Questdo 3: p(0)=0—a.0*+b.0’+c=0—-c=0
p(1)=0—-a1*+b.’+0=0—a+b=0
g()=2—aP-b1-0=2—a-b=2
a+b=0
{a—b=2
2a=2
a=1
Dai,
a+b=0
1+b=0
b=-1
Temos que a=1,b=-1e c=0.
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Questao 4: Letra c

Os alunos poderao usar vdrias estratégias para resolver esse problema, como o método das chaves, Briot-
-Ruffini e até o teorema do resto, nas letras d e e. Para enriquecer a atividade, discuta essas possibilidades na hora de

comentar a resolucdo da questao.

Questao 5: Letra e

Atividade Complementar

Tipos de Titulo da Material o . Divisao da Tempo
. . .. Descri¢ao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Essa atividade propde al-

Exercicios .| guns exercicios que podem
Folha de ativi- » L o .
Complemen- dad auxiliar na fixacao das princi- | Duplas ou trios -
ades
tares pais nogoes ligadas a ideia

de polinémio.

Aspectos operacionais

Peca que os seus alunos se organizem em duplas ou em trios. Mas procure distribuir uma folha de atividades
para cada um, para que todos possam ficar com uma cépia do material, tornando-o mais uma fonte de consulta.

Escolha previamente os exercicios que melhor se adequam a realidade de sua turma e a abordagem escolhida
para apresentacao dos conceitos introduzidos nesta unidade.

Depois de os alunos concluirem o conjunto de exercicios que vocé escolheu aplicar, procure discutir as solu-
¢Oes apresentadas, valorizando cada estratégia, mesmo que esta ndo tenha conduzido a uma resposta verdadeira.

Procure incentivar os alunos a executar tais exercicios sem a sua intervencao, pois isso pode podem favorecer

o desenvolvimento da autonomia deles no que diz respeito a habilidade de resolver problemas.

Aspectos pedagdgicos

A sequir, apresentamos alguns exercicios que podem auxiliar vocé, professor, na fixacdo de algumas das no-
¢Oes trabalhadas ao longo dessa unidade, como os métodos de Divisao de Polindbmios, o Dispositivo Pratico de Briot-

-Ruffini, os Teoremas do Resto e de D’Alembert, além do Teorema Fundamental da Algebra e d as Relacdes de Girard.

Esses exercicios foram dispostos em uma folha de atividades, que se encontra disponivel para reproducdo no
seu material multimidia e podera ser aplicada tanto de forma fracionada, ao término de cada secdo do material do

aluno, quanto de uma sé vez, no momento reservado para a consolidacdo dos contetidos trabalhados.

Nao é necessaria a aplicacao da totalidade dos exercicios. Apenas selecione os que julgar mais adequados ao

ritmo de aprendizagem e caracteristicas particulares de sua turma.
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Folha de atividades - Exercicios Complementares

Nome da escola:

Nome do aluno:

Questio 1.

Escreva o polindmio de menor grau possivel, de raizes 1, 2 e -3, tal que P(0) = 12.

Questio 2. (UFRJ)

O polindmio P(x) = x3 - 2x2 - 5x + d, d € R, é divisivel por (x - 2).

a. Determined.

b. Calcule as raizes da equacao P(x) = 0.

Questao 3. (UFF)

Ao se dividir o polinémio P (x) por D(x)= x-2 obteve-se quociente Q(x) = x* + 2x? + X + 1 e resto 8, determine P(x).

Questio 4. (PUC-RS)

Se a equacdo x3 - 2x? - 13x - 10 = 0 admite a raiz 5, a soma das outras duas raizes é:

a.0 b.-3 c -2 d.2 e 3

Questiao 5. (PUC-RS)

O polindmio p(x) é tal que p(x - 2) = x%. Entao p(x) é igual a:

a. 4x? - 4x b. x2 + 2x . xX2+4x+4 dx?-4x +4 e -2x+4
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Questio 6. (PUC-RS)

Dividindo o polindmio p (x) =x"+ X" + ...+ x+ 1 por (x—m), (x—r) ou (x —s) com m, r, s todos distintos, obte-

mos sempre resto zero. E correto afirmar que n é:

a. maior que 3 b. maior ou igual a 3 c.iguala 2. d.iguala 1 e.igual a zero.

Questio 7. (PUC-RS)

Dividindo-se P(x)= - x* + x2 +2x por um polinédmio D(x), obtém-se o quociente Q(x)=- x>+ 2x-1eorestoR=

2. Nestas condicdes, o valor numérico de D(x) parax =-1 é:

a.4 b.3 c25 d2 el

Questio 8. (PUC-RS)

Sabendo que -1 é raiz do polindmio P(x)= - x> + x? + x + a, 0 produto das outras raizes é igual a:

a.-2 b. -1 c.0 d.1 e.?2

Questio 9. (Cesgranrio)

Se x® + 1 é dividido por x - 1, o resto é:

a. 1 b.-1 c¢O0 d.2 e. 13

Questio 10. (UFRGS)

A divisao de p(x) por x>+ 1 tem quociente x - 2 e resto 1. O polindbmio p(x) é:

axi+x-1 b.x*+x+1 c. X2+ X dx3-2x*+x-2 e xi-2x*+x-1

Questio 11. (PUC)

O resto da divisao de x* - 8x3 +4x2 + 15x + 6 por x - 2 é:

a.3 b. 4 c7 d5 e.6
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Questao 12. (UNIFICADO)

Se o polindbmio P(x) = 2x* - 4x + a é divisivel por D(x) =x — 2, o valor de a é:

a.—-8 b.-6 c¢-4 d.-2 e?2

Questio 13. (F. C. CHAGAS)

Seja g =x3+3x*+m, onde m € R, um polinémio divisivel por x - 1. E correto afirmar que o polinémio g admite:

a. trés raizes reais iguais

b. trésraizes reais distintas entre si
¢. duas raizes reais opostas

d. duas raizes reais iguais

e. apenasuma raiz real

Questao 14. (FGV - SP)

A soma e o produto das raizes da equacgao x* — 5x° + 3x? + 4x — 6 = 0, sao respectivamente:

a.-5e6 b.5e-6 c.3e4 d1e6 e.4e3

15. (F. C. CHAGAS)

Uma possivel raiz racional da equacdo 6x*> - 13x?> + 2x +4=0é:

a. _i b. _i C. d.3 e. 6

3 2

Nlw

Respostas — Exercicios Complementares

1. 2xX3-14x+12

2. a. 10 b. 2,—/5,/5

3. X -2xX*+2x*-3x>-x+6
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11.

12.

13.

14.

15.
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Volume 2 * Modulo 4 ¢
Expansao:
Geometria
Analitica
Parte 1l

Heitor Barbosa Lima de Oliveira (coordenagdo), Josemeri Araujo Silva Rocha (coor-

denacdo), Gabriela Barbosa, Luciana Felix da Costa Santos, Luciane de Paiva Moura

Coutinho, Patricia Nunes da Silva

Indvoducio

Na expansao Geometria Analitica 2 do material do aluno sdo apresentadas
vdrias situa¢des cotidianas que envolvem Geometria Analitica. Preparamos com
muito carinho para vocé um material complementar, cujo objetivo é ampliar as
possibilidades de exploracdo do tema em suas aulas e enriquecer a abordagem

dos objetivos deste médulo, que sdo os seguintes:
= |dentificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacoes;
= (Calcular as coordenadas do ponto de intersecao entre retas;

= Determinar a equacao da circunferéncia na forma reduzida, dados o centro e

o raio;
= Conhecer as cOnicas.

A nossa sugestdo é que a primeira aula dessa unidade se inicie com uma
atividade disparadora, para a qual trazemos duas propostas. Emldentificando re-
tas paralelas e perpendiculares, os alunos poderéo assistir a um video sobre retas
paralelas e perpendiculares e, em seguida, fazer conjecturas sobre semelhancas e
diferencas entre os angulos formados por tais retas.Ja em Algumas posicoes entre
retas, com auxilio dos aplicativos, os alunos poderédo explorar as relacdes entre os

coeficientes angulares de retas paralelas e de retas perpendiculares.

Para dar sequéncia ao estudo dessa unidade, disponibilizamos alguns re-
cursos complementares, vinculados ao conteddo do material didatico do aluno.

Sugerimos que sejam utilizados nas aulas subsequentes a aula inicial, de acordo
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com a realidade da sua turma. Ressaltamos a importancia de fazer as alteracoes e

adaptacdes que julgar necessdrias.

Na Secao 1, trazemos duas propostas de trabalho. EmMemodria das retas
paralelas, os alunos irdo identificar pares de retas paralelas com base na observa-
¢do de seus coeficientes angulares. J4 na atividadeldentificando retas perpendi-
cularesvocé poderamostrar aos alunos a relagcdo que se estabelece entre os coefi-

cientes angulares de duas retas perpendiculares.

Para a Secdo 2, preparamos a atividade Jardim de niumeros, baseada em
uma atividade que usa a geometria analitica para planejar a construcdo de um
jardim que tem a forma da bandeira brasileira.Também temos Descobrindo a
equacao da circunferéncia, onde os alunos irdao medir as distancias dos pontos
de uma circunferéncia até o seu centro para verificarem a propriedade do lugar

geométrico: a equidistancia.

Na Secao 3, a atividade Que curva é essa chamada elipse?propde queos
alunos construam uma elipse com o auxilio de uma garrafa pet. E para fechar esta
secdo, temosA pardbola de ponto a ponto, onde os alunos tracardo uma parabola

sendo dados a reta diretriz e o foco através de régua e compasso.

Por fim, aconselhamos que a ultima aula desta unidade seja dividida em
dois momentos: o primeiro dedicado a uma revisao geral do estudo realizado,
consolidando o aprendizado do aluno a partir da retomada de questdes que sur-
giram durante o processo. Jd segundo momento deve ser um momento de avalia-
cao do estudante, priorizando questionamentos reflexivos que complementem

as atividades e exercicios resolvidos durante as aulas.

A descricao e o detalhamento de nossas sugestdes sao apresentados nas

tabelas e textos a seguir.

A descricdo e o detalhamento das atividades sugeridas estao nos textos e

tabelas a seguir



Apresentacao da unidade do material do aluno

Caro professor, apresentamos, abaixo, as principais caracteristicas desta unidade:

Estimativa de aulas para

Disciplina

essa unidade

aes Geometria
Matematica 2 4 » 4 aulas de 2 tempos
Analitica Parte |l

Titulo da unidade Tema

Geometria Analitica — Parte 2 Geometria Analitica

Objetivos da unidade

Identificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacoes;

Calcular as coordenadas do ponto de intersecdo entre retas;

Determinar a equacéo da circunferéncia na forma reduzida, dados o centro e o raio;

Conhecer as conicas.

Paginas no material do

aluno
Para inicio de conversa... 247 a 248
Secdo 1 - Retas ainda 249 a 262
Secdo 2 - Circunferéncia 262 a 268
Secao 3 - As cOnicas 268 a 270
Resumo 270
Veja ainda... 270
O que perguntam por ai? 275a276
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Recursos e ideias para o Professor
Tipos de Atividades

Para dar suporte as aulas, seguem os recursos, ferramentas e ideias no Material do Professor, correspondentes
a Unidade acima:

Atividades em grupo ou individuais

Sédo atividades que sdo feitas com recursos simples disponiveis.

Ferramentas

Atividades que precisam de ferramentas disponiveis para os alunos.

Applets

Sdo programas que precisam ser instalados em computadores ou smart-phones disponiveis

para os alunos.

Avaliacao

Questbes ou propostas de avaliacdo conforme orientacdo.

Exercicios

Proposicdes de exercicios complementares

9 ¢0 ¢
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Tipos de

Atividades

Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descri¢ao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Identificando

Computador

com Datashow

Os alunos fardo duas

atividades on line relacio-

todaturmaea

O video sera

assistido por

retas paralelas e acesso a . . .
) ) nadas ao jogo do maximo, o 40 minutos
e perpendicu- | internet, trans- . atividade deve
. . que envolve o conceito de .
lares. feridor, caixa » ser realizada
: probabilidade
de fésforos. em dupla.
Nessa atividade, com auxilio
Computadores o
dos aplicativos, os alunos
Algumas com acesso . .
. vdo explorar as relagdes en- .
ainternet e Duplas 40 minutos

posicoes entre

retas

copias da folha
de atividades.

tre os coeficientes angulares

de retas paralelas e de retas

perpendiculares.

Secao 1 - Retas, ainda

Pdginas no material do aluno

249 a 262

Titulo da Material . X Divisao da Tempo
. . .. Descricao Sucinta .
Atividade Necessario Turma Estimado
Fichas, cons- . o
’ | Identificar pares de retas pa- | A atividade
- truidas a partir
Memodria das ralelas com base na obser- pode ser .
do modelo y . . 40 minutos
retas paralelas vacao de seus coeficientes realizada em
da folha de
. angulares. dupla.
atividades.
Um conjunto o o 5
O objetivo da atividade é
: de cartas, )
Como sao as ’ mostrar aos alunos a relacdo
construido a 2 tempos de
retas perpen- . que se estabelece entre os Dupla .
. partir de mo- . 40 minutos
diculares? coeficientes angulares de
delo da folha .
o duas retas perpendiculares.
de atividades.
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Atividades

Secao 2 - Circunferéncia

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Turma

Pdginas no material do aluno

262 a 268

Tempo
Estimado

Video Jardim
de nimeros,

disponivel em

O video utilizado nessa
atividade usa a geometria
analitica para planejar a
construcao de um jardim
que tem a forma da bandei-

150

Jardim de no Pendrive, ra brasileira. No problema .
’ o Duplas 40 minutos
numeros copias da folha | proposto, os alunos devem
de ativida- determinar as equacdes
de, régua, das retas que dao suporte
calculadora. aos lados do losango e a
equacao da circunferéncia
presentes no jardim.
Nesta atividade, os alunos
. irdo medir as distancias dos
Copias da ;
. pontos de uma circunfe-
: folhadeativi- | = =
Descobrindo réncia até o seu centro para
: dades, tesoura, - . 2 tempos de
a equacgao da verificar a equidistancia do Duplas .
40 minutos

circunferéncia

régua, lapis de
cor ou hidro-

cor.

lugar geométrico. Além dis-
so, determinardo a equacgao
de uma circunferéncia de

centro na origem.




Pdginas no material do aluno

Secao 3 - As cOnicas 268 a 270

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Os alunos construirao uma

Garrafa plas- . »
elipse com o auxilio de uma

tica cilindrica .
’ garrafa pet. Em seguida, a
Que curva é transpa- ; . ) )
elipse obtida sera desenhada Trios ou 2 tempos de
essa chamada rente com ~ .
) o no papel para a construcdo da quartetos 40 minutos
elipse? liquido,caneta,

curva no plano. Experimento

tesoura, folha
disponivel em: http://m3.ime.

de papel.
unicamp.br/recursos/1374.
Lapis, papel Os alunos tracardao uma
g A Parabola milimetrado, | pardbola sendo dados a reta Individual 2 tempos de
Ponto-a-ponto | réguaecom- | diretrize o foco através de 40 minutos
passo. régua e compasso.

Avaliacao

Tipos de Titulo da [ EYEE] . X Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade sugere um ins-
trumento avaliativo dividido

em duas etapas. A primeira

o Cépias da . .
Avaliagcao da . consiste no registro de . .
< . folha de ativi- ) ’ Individual. 40 minutos
Unidade dad aprendizagens e a segunda é
ades

constituida por questdes ob-
jetivas e dissertativas, a serem

escolhidas pelo professor.

Exercicios _

Copia da folha )

{ Complemen- . = Duplas ou trios. =
de atividades.

tares
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Titulo da
Atividade

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da
Turma

Tempo
Estimado

Identificando
retas paralelas
e perpendicu-

lares.

Computador
com Datashow
e acesso a
internet, trans-
feridor, caixa

de fésforos.

Os alunos fardo duas
atividades on line relacio-
nadas ao jogo do maximo,
que envolve o conceito de

probabilidade

O video sera
assistido por
toda turma e a
atividade deve
ser realizada

em dupla.

40 minutos

Aspectos operacionais

Professor, na aula anterior a aula em que for usada esta atividade, peca para que os alunos tragam uma caixa

de fésforos para a aula seguinte. No dia da aula propriamente dita, peca para que os alunos assistam ao video Identi-

ficando retas paralelas e perpendiculares, disponivel no site oficial da Khan Academy em portugués, em https://www.

youtube.com/watch?v=3xOuxvV0rnQ. Vocé também o encontrard em seu Pendrive / DVD.

Apos assistir ao video, peca para os alunos, em duplas,refletirem a respeito das semelhancas e diferencas dos

angulos relacionados as retas paralelas e perpendiculares e realizem o passo a passo sugerido a seguir.

modelo da ilustracdo a seguir.
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Identificando retas perpendiculares

Peca para que os alunos desenhem e recortem um angulo reto com o auxilio de um transferidor ou a partir do



Figura 1: Cortando o angulo reto

Com o angulo reto em maos, peca para que eles identifiquem retas perpendiculares em objetos na sala de aula.
Identificando retas paralelas

Nesta etapa, os alunos irdo analisar as caixas que eles levaram. Peca que eles identifiquem duas retas paralelas

na caixa, como na ilustracdo a seguir.

Parte superior da caixa de fésforos:

S

Figura 2: Tampa superior da caixa de fésforos com retas paralelas r e s marcadas

Aretaré paralelaaretas.
Apos essa identificacdo, eles irdo tracar uma reta perpendicular a uma das retas (r ou s) com o auxilio do angulo

reto da atividade anterior.

Figura 3: Tampa superior da caixa de fésforos com reta perpendicular a reta s

Agora, peca para que os alunos verifiquem que o angulo entre a reta desenhada e a outra reta também é reto.
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Figura 4: Tampa superior da caixa de fésforos com reta perpendicularasretasres

Aspectos pedagodgicos

Professor, um dos objetivos dessa unidade é identificar retas paralelas e perpendiculares a partir de suas equa-

¢oes. Escolhemos esse video para que pudéssemos primeiramente sanar qualquer duvida sobre a identificacdo do

paralelismo e da perpendicularidade.

J4 a segunda etapa da atividade permite ao aluno fazer conjecturas a respeito dos angulos relacionados as

retas paralelas e perpendiculares a partir de suas proprias observacdes. Note que é importante que os alunos, ao final

da aula, concluam que

Duas retas sao paralelas se, e somente se, os angulos que elas fazem com uma terceira retasdo congruentes.

Duas retas sdo perpendiculares se, e somente se, elas se interceptam e o angulo formado entre elas é reto (900).

Note que, por estarmos buscando uma definicdo bem intuitiva, ainda ndo estamos utilizando os termos in-

clinacdo ou coeficiente angular. A ideia é que esse momento inicial sejaum facilitador para a se¢do seguinte, onde

iremos aprofundar o tema da identificacao das retas paralelas e perpendiculares por meio das equacoes das retas.

Tipos de Titulo da
Atividades Atividade

Atividade Inicial

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Turma

Tempo
Estimado

Algumas

posicoes entre

retas

Computadores
com acesso
ainternet e

copias da folha

de atividades.

Nessa atividade, com auxilio
dos aplicativos, os alunos
vdo explorar as relagdes en-
tre os coeficientes angulares
de retas paralelas e de retas
perpendiculares.

Duplas

40 minutos
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Aspectos operacionais

Leve os alunos para o laboratério de informatica da escola, divida a turma em duplas, peca para que cada dupla
se posicione em frente a um computador e faga a distribuicdo da folha de atividades. Na primeira parte da atividade,
oriente os alunos a acessar o aplicativo Retas paralelas, disponivel em http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/
principal/medio/geometria_analitica/paralelas.htm. Posteriormente, peca que acessem o aplicativo Retas perpendi-
culares, disponivel em http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/principal/medio/geometria_analitica/perpen-

dicular.htm.

Os alunos devem seguir as orientacdes da folha de atividades e preenche-la de acordo com as observacdes nos links.

Aspectos pedagodgicos

Professor, o objetivo dessa atividade é explorar as relagdes entre os coeficientes angulares de retas paralelas e

de retas perpendiculares. Auxilie os alunos a explorarem o software de modo a evidenciar essa relacao.

Ao final da atividade, escreva no quadro os valores dos coeficientes angulares escolhidos pelas duplas na se-
gunda pergunta (tanto para a parte das Retas paralelas como na parte das Retas perpendiculares). Use esses dados

para tentar discutir com eles a relacdo entre os coeficientes.

As respostas para os itens propostos sao livres. Tente analisar algumas respostas junto com o grupo. Para o item

3 das retas perpendiculares, os alunos deverao obter a seguinte tabela:

Coeficiente angular da reta azul 5 2 -3 0,5 1

Coeficiente angular da reta vermelha -1/5 -1/2 1/3 2 =1
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Folha de atividades

Nome da escola:

Nome do aluno:

Vocé estd acessando um aplicativo chamado Retas paralelas. Na figura abaixo, vemos sua interface inicial:

Retas Paralelas

1) Para mover as retas clique[na reta azul e arraste
y

(0,00, 3,72)
5x + 3,72

/ (0,00, 1,28)

y=0,5x + 1,28

2) Descubra o que existe em comum nas equacdes de duas retas paralelas

A equacio das retas esta apresentada na forma y = ax + b ao lado de cada uma delas.

Use 0 mouse para mover a reta azul. Observe o que acontece com os coeficientes angulares das retas enquanto

vocé movimenta a reta azul.

Anote na tabela abaixo alguns valores dos coeficientes angulares encontrados

Coeficiente angular da reta azul

Coeficiente angular da reta vermelha

As duas retas apresentadas sao paralelas. O que ha em comum entre as equagdes dessas retas?
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Retas perpendiculares

Vocé estd acessando um aplicativo chamado Retas perpendiculares. Na figura abaixo, vemos sua interface inicial:

na reta azul e arraste.

4 4endo apresentada na forma y=ax + b.

“a" da reta azul (r) e da vermelha (t).

los novos valores do “a”.

mais 3 vezes.

vel calcular o valor do coeficiente “a” da reta vermelha
or 5.

1) Para mover as retas clique

A equacao das retas esta apresentada na forma ao lado de cada uma delas.

1. Use o mouse para mover a reta azul. Observe o que acontece com os coeficientes angulares das retas en-
guanto vocé movimenta a reta azul.

2. Anote na tabela abaixo alguns valores dos coeficientes angulares encontrados

Coeficiente angular da reta azul

Coeficiente angular da reta vermelha

3. Asduas retas apresentadas sao perpendiculares. Determine o coeficiente angular da reta vermelha quando

o coeficiente angulara da reta azul é igual ao indicado na tabela abaixo.

Coeficiente angular da reta azul 5 2 -3 0,5 1

Coeficiente angular da reta vermelha
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Pdginas no material do aluno

Secao 1 - Retas, ainda 249 a 262

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

o - - Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Fichas, cons- o L
Identificar pares de retas pa- | A atividade

- truidas a partir
Meméria das ralelas com base na obser- pode ser .
do modelo y . . 40 minutos
retas paralelas vacao de seus coeficientes realizada em
da folha de
. angulares. dupla.
atividades.

Aspectos operacionais

O objetivo desta atividade é criar condi¢cdes para que os alunos consigam identificar pares de retas paralelas
com base na observacao de seus coeficientes angulares. Trata-se de um jogo de memdria em que os pares de cartas

procurados sao os pares que apresentam equacoes de retas paralelas.

Inicialmente vocé pode estabelecer um didlogo com a turma, levantando os seguintes questionamentos: O
que séo retas paralelas? O que sao retas perpendiculares? E possivel reconhecer se duas retas sdo perpendiculares
entre si sem construi-las no plano cartesiano? Por que é importante escrevermos a equacdo de uma reta em sua forma

reduzida?

Em seqguida, distribua para cada dupla um conjunto de cartas, explique as regras e dé inicio as partidas. As
cartas devem ser construidas a partir do modelo da folha de atividades (disponivel no pendrive). Quando concluirem,

peca-lhes que incrementem o conjunto de cartas, criando novos pares. As regras sao as seguintes:
Regra 1: na dupla, um aluno é adversario do outro e eles decidem, no par ou impar, quem jogara primeiro.
Regra 2: as cartas devem ser embaralhadas e distribuidas sobre uma mesa sem que seus contetidos estejam
visiveis.
Regra 3: o primeiro jogador deve virar duas cartas e, se elas formarem um par de paralelas, toma-las para si e

desvirar outro par. Caso contrario, ele devera colocé-las na posicao em que se encontravam inicialmente e passar a

vez para o seu adversario.

Regra 4: vencera o jogador que tiver tomado mais pares de cartas.
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Aspectos pedagodgicos

Professor, no didlogo inicial, é importante que os alunos relembrem que as paralelas ndo se interceptam e que
as retas perpendiculares se interceptam formando angulo de 90°. Além disso, devem reconhecer que é possivel con-
cluir que uma reta é paralela a outra sem necessariamente representa-las no plano cartesiano. Afinal, como sabemos,
retas paralelas possuem coeficientes angulares iguais. Fique atento, professor, pois estas reflexdes permitem destacar
as caracteristicas que diferenciam o estudo da geometria analitica de outros estudos em geometria. A abordagem
analitica nos permite tirar conclusdes sobre as figuras sem observa-las ou construi-las. Em muitos casos, basta realizar

calculos simples ou fazer comparacdes com base nas equacdes que as descrevem.

Empregando os conhecimentos adquiridos sobre condi¢des de paralelismo e perpendicularidade, alguns alu-
nos podem se equivocar na identificacdo dos coeficientes angulares das retas. Podem, por exemplo, achar que o
coeficiente angular é o coeficiente de x independentemente da forma em que as equacdes das retas estao escritas.
Vale sempre lembrar que o coeficiente angular é o coeficiente de x quando a reta estd escrita na forma reduzida. Se
for necessario, faca uma revisdo dos procedimentos algébricos utilizados pelos alunos quando precisam escrever a
equacao de uma reta nesta forma. E, para fixar estas ideias, vocé pode concluir a aula pedindo-lhes que criem novos

pares de cartas, mas com a seguinte restricdo: cada par deve conter a forma reduzida e a forma geral da equacao de

uma mesma reta.

Pdginas no material do aluno

Secao 1 - Retas, ainda 249 a 262

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

f - .. Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Um conjunto

O objetivo da atividade é
: de cartas, 5
Como sdo as ’ mostrar aos alunos a relagao
construido a 2 tempos de
retas perpen- . que se estabelece entre os Dupla .
) partir de mo- . 40 minutos
diculares? coeficientes angulares de
delo da folha

- duas retas perpendiculares.
de atividades.

Aspectos operacionais

Esta é uma atividade simples, que deve ser usada para fazer com que seus alunos reflitam com seus alunos so-
bre arelacdo que se estabelece entre os coeficientes angulares de duas retas perpendiculares. Para comecar, entregue

um conjunto de cartas como o que segue em anexo para cada dupla e explique as regras a seguir:

Regra 1: As cartas devem ser embaralhadas e, depois, dispostas sobre a mesa com seus conteddos a mostra.
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Regra 2: Na dupla, um aluno sera adversario do outro e, quando o professor autorizar, os alunos devem sele-

cionar pares de cartas que apresentam retas perpendiculares.

Regra 3: Nao ha ordem de participagao dos jogadores, entretanto, o aluno sé podera colocar a mao na carta
para tira-la da mesa.

Regra 4: Quando as cartas acabarem, os jogadores, cada jogador, mostrando seus pares ao adversario, devera

contar seus pontos de acordo com a seguinte tabela:

Certo

(par de retas perpendiculares) 2

Errado

(par de retas que nado sao perpendiculares) 3

Regra 5: O vencedor serd aquele que tiver o maior nimero de pontos.

Aspectos pedagdgicos

Professor, antes de os alunos comecarem a jogar, é aconselhavel que vocé relembre com
eles que, quando duas retas sdo perpendiculares, o produto de seus coeficientes angulares é -1.
Um equivoco comum, neste estudo, ocorre quando os alunos tém dificuldades para identificar o
coeficiente angular. Nunca é demais lembrar a eles que o coeficiente angular pode ser identificado

facilmente se a equacdo da reta estiver na forma reduzida, ou seja, na formay = ax + b.

Observe também que, na soma dos pontos, os alunos terdo que efetuar calculos com name-
ros positivo (quando acertarem o par) e negativos (quando errarem o par). Aproveite para também

fazer uma revisao das operacdes com numeros inteiros.

Como ja mencionamos em outras oportunidades, depois que os alunos jogarem, refletir so-
bre as estratégias que empregaram no jogo pode favorecer o processo de aprendizagem. Assim,
sugerimos, ainda, que vocé peca a eles que exponham suas estratégias e criem novas cartas para o

jOgO - OU, Mesmo, um novo jogo.
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Secao 2 - Circunferéncia

Tipos de
Atividades

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Pdginas no material do aluno

Divisao da
Turma

262 a 268

Tempo
Estimado

Jardim de

numeros

Video Jardim
de numeros,
disponivel em
no Pendrive,
copias da folha
de ativida-
de, régua,
calculadora.

O video utilizado nessa
atividade usa a geometria
analitica para planejar a
construcao de um jardim
que tem a forma da bandei-
ra brasileira. No problema
proposto, os alunos devem
determinar as equacdes
das retas que dao suporte
aos lados do losango e a
equacao da circunferéncia

presentes no jardim.

Duplas

40 minutos

Aspectos operacionais

Professor, use o computador com Datashow para exibir para a turma o video Jardim de Numeros, disponivel
em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1121.Ele também serd disponibilizado em seu Pendrive / DVD. Em seguida,

divida a turma em duplas e distribua as folhas de atividades. Peca que eles utilizem régua e calculadora para resolver

o problema.

Depois que as duplas concluirem a atividade proposta, promova uma discussao com toda a turma sobre as

resolugdes propostas.

Aspectos pedagdgicos

Professor, ao exibir o filme pela primeira vez perceba a reacdo dos alunos para identificar se serd necessario

repetir a exibicdo parando em determinados momentos. Talvez seja interessante provocar os alunos a fazerem um

rascunho de acordo com o que assistem, antes do trabalho formal com a folha de atividades; isso estimula a atencdo.
Certifique-se de que o aluno entendeu que a escala da atividade é 1 para 100.
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Folha de atividades

Nome da escola:

Nome do aluno:

Leia atentamente as questdes abaixo e tente responde-las.

Localize no plano cartesiano, que recebeu, os seguintes pontos:
A(0,14),B(20,14),C(0,0),D(20,0),E(1.7,7),F(10,12.3),G(18.3,7),H(10,1.7)e O(10,7)

Determine as equagbes da reta que passa pelos pontos E(1 ,7,7)e F(1 0,1 2,3) e da reta que passa pelos
pontos G(18.3,7)e H(10,1.7)

A reta que passa pelos pontos E(1,7,7)e F(10,12,3)é paralela a reta que passa pelos pontos
G(18.3,7)e H(10,1.7)

Determine a equacao da circunferéncia cujo centro éo ponto O(1 0,7) e a medida do raio éigual a 3.5.
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Pdginas no material do aluno

Secao 2 - Circunferéncia 262 a 268

Tipos de Titulo da Material Divisao da Tempo

o - - Descricao Sucinta )
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Nesta atividade, os alunos

irao medir as distancias dos

Copias da ;
o pontos de uma circunfe-
; folhadeativi- | =~ =
Descobrindo réncia até o seu centro para
: dades, tesoura, i o 2 tempos de
a equacao da ’ . verificar a equidistancia do Duplas .
; | régua, lapis de o o 40 minutos
circunferéncia . lugar geométrico. Além dis-
cor ou hidro- o :
so, determinardo a equacao
cor.

de uma circunferéncia de

centro na origem.

Aspectos operacionais

Professor, a ideia desta atividade é fazer com os alunos verifiquem a propriedade de equidistancia de uma
circunferéncia, usando a formula de distancia entre dois pontos. E, ainda, utilizando a ideia de distancia entre pontos,

eles deverao determinar a equacdo de uma circunferéncia de centro na origem.

Distribua a folha de atividades para as duplas e auxilio-os na resolucdo das questdes.

Aspectos pedagodgicos

Professor, todas as construcdes geométricas devem ser justificadas aos alunos. Dessa forma, é muito importan-

te esclarecer que as dobraduras realizadas na primeira parte da atividade localizam o centro da circunferéncia.

E possivel que alguns alunos ndo consigam fazer a associacdo entre a dobradura e a verificacido de que as
distancias entre todos os pontos da circunferéncia e o centro sdo congruentes. Se achar necessario, faca uma breve
revisdo sobre osconceitosde distancia entre dois pontos e de circunferéncia como lugar geométrico dos pontos equi-
distantes de um ponto dado. Vocé pode utilizara férmula de distancia entre dois pontos para deduzir a equagao da

circunferéncia.

Neste caso, iremos obter a seguinte equacao

d(o, P) = (x2+y2)
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Mas como a distancia do ponto O a qualquer ponto da circunferéncia coincide com o raio, isto é, d(O, P) =R, onde R é

o raio da circunferéncia, entdo, podemos escrever
d(O, P) = 1/(x2+ yz) =R

Logo, x2+y2=R2

Assim, temos a conhecida equacao reduzida da circunferéncia de centro na origem do plano cartesiano

Folha de atividades

Nome da escola:

Nome do aluno:

Leia atentamente as questdes abaixo e tente responde-las.

a. Recorte a circunferéncia desenhada a seguir.

b. Dobre-a ao meio de duas maneiras diferentes, formando dobras em cruz, e com o auxilio de um lapis e
uma régua realce as marcas das dobras.

¢. Marque o ponto de encontro dos segmentos de reta formados pelas dobras e chame-o de ponto C. Os
pontos de encontro desses segmentos com a circunferéncia chame de M, N, P e Q, respectivamente.

d. Agora, com o auxilio da régua, meca a distancia do ponto C aos pontos M, N, P e Q. O que vocé observa
em relacdo as distancias dos pontos M, N, P e Q ao ponto C?

e. Agora, em uma folha em branco, desenhe dois outros segmentos e considere-os como eixos coordena-
dos do plano cartesiano. Seja o ponto O, a origem desse plano e represente-o por O(0,0).

f. Com o auxilio do compasso, desenhe uma circunferéncia de centro em O e marque um ponto P(x, y)
sobre ela.

g. Calcule, analiticamente, a distancia do ponto O a P.Vocé seria capaz de dizer o que a equacéo obtida repre-
senta?
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Tipos de
Atividades

Secao 3 - As cOnicas

Titulo da
Atividade

Material
Necessario

Descricao Sucinta

Divisao da

Turma

Pdginas no material do aluno

268 a 270

Tempo
Estimado

Que curva é
essa chamada
elipse?

Garrafa plas-
tica cilindrica
transpa-
rente com
liquido,caneta,
tesoura, folha

de papel.

Os alunos construirdo uma
elipse com o auxilio de uma
garrafa pet. Em seguida, a
elipse obtida serd desenha-
da no papel para a cons-
trucdo da curva no plano.

Experimento disponivel em:

http://m3.ime.unicamp.br/
recursos/1374.

Trios ou

quartetos

40 minutos

2 tempos de

Aspectos operacionais

Professor, para construir a elipse, peca para que os alunos inclinem a garrafa com o liquido e marquem a curva

gerada entre a superficie do liquido e a garrafa. Em seguida, peca para os alunos esvaziarem a garrafa e recortarem a

Matematica e suas Tecnologias - Matematica

165



curva desenhada, de forma analoga a apresentada nas imagens a seguir.

Figura 5: Marcando e cortando uma elipse numa garrafa de plastico.

Apos recorta-la, peca para os alunos desenharem a curva obtida em uma folha de papel, como mostram as
figuras:

Figura 6: Marcando e cortando uma elipse numa garrafa de plastico.

Esta pronto! A curva obtida pelos alunos é uma elipse.

Aspectos pedagdgicos

Professor, essa é uma atividade que pode ser aproveitada de muitas maneiras. Primeiramente, um experimen-
to costuma fazer com que os alunos se envolvam por completo na atividade. Sob outro aspecto, a construcao do ob-
jeto a ser estudado facilita o entendimento do assunto a ser desenvolvido. Além disso, a possibilidade de manipular
a elipse construida permitira a identificacdo mais concreta dos elementos desta figura. Isso pode ser observado no

passo a passo a seguir:
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Dobre a regido cortada no sentido do menor comprimento, odo eixo menor da elipse, e depois no sentido do
maior comprimento, o do eixo maior da elipse, buscando a simetria entre as partes. Marque bem os dois vincos e note

que os eixos devem ser perpendiculares.

Figura 7: Marcando o eixo maior e o eixo menor da elipse

Para localizar os focos F1 e F2, utilize um compasso ou um pedaco de barbante e tome a medida igual a metade

do eixo maior.

Figura 8: Medindo o eixo maior com um compasso ou com um barbante

Agora, marque no eixo maior os pontos F1 e F2.

Figura 9: Marcando os focos da elipse
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Com um alfinete em cada foco e um terceiro no ponto B, fixe a regido obtida nas etapas anteriores.

Figura 10: Reforcando o desenho da elipse

Substitua o palito de cabeca azul por um lapis e, contornando a curva, sempre observe que o tamanho do
barbante ndo muda.

Além de identificar os elementos da elipse: eixo maior e eixo menor, focos e a distancia focal, com essa ativi-
dade é possivel verificar de maneira construtiva a definicdo de elipse como uma curva constituida pelo conjunto de

todos os pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante.

Pdginas no material do aluno

Secao 3 - As conicas 268 a 270

Tipos de Titulo da Material . . Divisao da Tempo
. L. . Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado
Lapis, papel Os alunos tragardo uma
A Parabola milimetrado, | parabola sendo dados a reta Individual 2 tempos de
ndividua
Ponto-a-ponto | réguaecom- | diretrize o foco através de 40 minutos
passo. régua e compasso.

Aspectos operacionais

Professor, distribua as folhas de papel milimetrado ja contendo a representacdo da reta diretriz e o foco. Se

possivel, faca as retas e os focos em diversas posi¢oes para que os alunos obtenham resultados diferentes.
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Aspectos pedagodgicos

Professor, alguns alunos podem sentir dificuldades em utilizar o compasso para tracar as circunferéncias. Caso
haja necessidade, auxilie-os neste tracado ou solicite a algum colega que ajude os demais na utilizacdo deste instru-

mento.

Aproveite a construcado para explicar a pardbola como lugar geométrico dos pontos equidistantes de uma reta
e um ponto fora dela dados, além de lembra-los de algumas nomenclaturas geométricascomo perpendicular, eixo de

simetria, entre outros.

A marcacdo dos pontos 1, 2, 3, 4 e 5 pode acarretar em problemas caso o aluno coloque esses pontos muito
distante da reta diretriz. Afinal, isto acarretara em um raio de circunferéncia muito grande, o que podera nao caber
na folha. Tal fato implicaria na ndo interceptacao da circunferéncia pelas retas perpendiculares ao eixo S, ou seja, na

determinacgao dos pontos da parabola.

Folha de atividades

Nome da escola:

Nome do aluno:

Abaixo seguem as orientacdes para a constru¢cao de uma parabola.
Na folha de papel milimetrado, foram dados a diretriz d e o foco F da parabola.
1° passo: Trace o eixo S de simetria da pardbola que passa pelo ponto F e é perpendicular a reta diretriz.

2° passo: Encontre o vértice, que esta no ponto médio da distancia entre o foco e a diretriz.

30 passo: Marque os pontos 1, 2, 3,4 e 5 no eixo S acima de F aleatoriamente. Ndao marque esses pontos muito

acima sob risco de as construcdes seguintes ndo caberem na folha de papel milimetrado.
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4° passo: Trace retas perpendiculares ao eixo S pelos pontosF, 1,2,3,4 e 5.

(1}

I
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50 passo: Centre a ponta seca do compasso no ponto F e com abertura igual a medida de F até a diretriz, trace
a circunferéncia. Esta curva cortara a reta perpendicular que passa pelo ponto F em dois pontos. Esses pontos sdo da
parabola.

7|~J b K

L1

TN
i
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6° passo: Em seguida, centre a ponta seca novamente no ponto F e com abertura igual a distancia que vai do
ponto 1 até a diretriz d, trace a circunferéncia que cortara a reta que passa pelo ponto 1, encontrando assim outros

dois pontos da parabola.

7° passo: Repita esse Ultimo passo para cada um dos demais pontos (2, 3, 4 e 5) determinando mais pontos

da parabola.

Neste momento, ja é visivel a forma que a parabola possui. Assim, basta ligar os pontos para determina-la.
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Avaliacao

Tipos de Titulo da Material o . Divisao da Tempo
Descricao Sucinta

Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Esta atividade sugere um
instrumento avaliativo

dividido em duas etapas.

o Cépias da A primeira consiste no
Avaliagcao da . . . . .
{ Tk folha de ativi- | registro de aprendizagens e Individual. 40 minutos
nidade
dades a segunda é constituida por

questdes objetivas e disser-
tativas, a serem escolhidas

pelo professor.
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Aspectos operacionais

Para o momento de avaliacao, sugerimos a utilizacdo do ultimo tempo de aula destinado a esta unidade. Divi-

diremos nossas sugestdes avaliativas em duas etapas, explicitadas a seguir.

Etapa 1: Registros de aprendizagens (Momento de Reflexao)

Aqui, vocé podera propor que o aluno registre individualmente, na folha de atividades, as aprendizagens ma-
tematicas adquiridas com o estudo desta unidade. Para nortear esta avaliacdo, apresentamos algumas questdes para
os alunos, que podem complementar as que vocé ja usa para fazer a avaliacdo do desenvolvimento das habilidades

matematicas pretendidas — que listamos novamente a seguir.
= |dentificacao de retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacoes.
= (Cdlculo das coordenadas do ponto de intersecao entre retas.

= Determinagdo da equacao da circunferéncia em sua forma reduzida, dados o centro e o raio.

Para ajuda-lo nos seus registros, sugerimos as questoes seguintes questdes, também disponiveis na folha de
atividades:

Questao 1: Qual foi o conteldo matematico estudado nessa unidade?

Questao 2: Cite alguma situacdo do cotidiano que envolve os conhecimentos aqui estudados.

no claro

o 16
a
z 12
@]
w
2 no escuro
O
©n
w
L 4
) AR

1 2 3 4

tempo (h)

Questao 3: O grafico ao lado mostra o resultado de uma experiéncia relativa a absorcéo de potassio pelo

tecido da folha de um certo vegetal, em funcdo do tempo e em condicdes diferentes de luminosidade.

Nos dois casos, a funcdo linear y = mx ajustou-se razoavelmente bem aos dados, dai a referéncia a m como a

taxa de absorcao (geralmente medida em m moles por unidade de peso por hora).
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a. Sabemos que o grafico de uma funcéo linear corresponde a uma reta e que, em sua representacéo algébri-
ca reduzida, o coeficiente angular se relaciona com a inclinacao dessa reta em relagao ao eixo dos x. Expres-
se essa relacao, sendo m o valor do coeficiente angular e g o dngulo formado entre a reta e o eixo dos x.

b. Com base no gréfico anterior, se m1 é a taxa de absorcao no claro e m2 a taxa de absor¢ao no escuro, qual
a relacdo entre essas duas taxas? Justifique.

Questio 4:(FGV - 2008)

Dadaaequacgao x2 +y2 =14x+ 6y + 6, se p é o maior valor possivel de x, e g é o maior valor possivel de y, entao,
3p+4qgéiguala

(A) 73 (B)76 (Q) 85 (D) 89 (E) 92

Questio 5: (UNIFESP - 2002)
No tridngulo QPP’do plano cartesiano, temos Q = (a, 0), com a < 0, P = (4, 2) e P’ 0 simétrico de P em relacéo ao

eixo x. Sabendo que a area desse triangulo é 16, o valor de a é:
(A) -5 (B)-4 -3 (D) -2 (E) -1.

Sugerimos, também, que este material seja recolhido para uma posterior selecdo e entrega de registros ao seu
formador no curso de formacgao presencial. Desta forma, esperamos acompanhar com vocé como os alunos estdo
reagindo aos caminhos que escolhemos para desenvolver este trabalho e, se for o caso, repensa-los de acordo com

as criticas e sugestoes recebidas.

Etapa 2: Questoes objetivas e discursivas
Para compor o instrumento avaliativo desta etapa, sugerimos a escolha de pelo menos uma questao objetiva
e uma discursiva que contemplem uma habilidade pretendida nesta unidade.

Sugestoes de questoes objetivas para a avaliacao:

Questio 1: (UFAM - 2005)

As retas dadas pelas equagdes x + 5y =5 e 3x + y = 1 se interceptam:
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(A) Em nenhum ponto

(B) Num pontodaretay=0
(C) Num pontodaretax=0
(D) No ponto (1, 0)

(E) No ponto (5, 0)

Questio 2:(FAETEC - 2007)
A érea do quadrilatero determinado pelos pontos de interseccao da circunferéncia de equagao (x + 3)2 + (y -

3)2 =10 com os eixos coordenados, em unidades de area, é igual a:
(A) 4

(B)6

Questio 3: (UEA - 2005)

Qual é o valor de p para o qual os pontos (3p, 2p), (4, 1) e (2, 3) séo colineares?
(A) -1

(B)0

Questio 4: (UFAM - 2005)

Os pontos A= (4, 0) e B= (0, 6) sdo extremos de um didmetro da circunferéncia. Entdo a equacao da circunferéncia é:
(A)x2+y2-6x-4x=0

(B)x2+y2-4x-6y=0

O x2+y2+4x-6y=0

D)x2+y2+4x+6y=0

(Eyx2 +y2-6x+4y=0
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Questio 5: (FUVEST - 1988)
Os pontos M=(2,2), N=(-4,0) e P=(-2,4) sdo, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e CA do trian-
gulo ABC. A reta mediatriz do lado AB tem a equacéo:

(A)x+2y-6=0
(B)x-2y+2=0
(C)2x-2y-2=0
D)2x+y-6=0

(E)x+2y-6=0

Sugestoes de questdes discursivas para a avaliagao:

Questio 1: (FUVEST - 2008 - Adaptada)
Séao dados, no plano cartesiano de origem O, a circunferéncia de equacdo x2 +y2=5,0 pontoP (1,) earetas
que passa por P e é paralela ao eixo y. Seja E o ponto de ordenada positiva em que a reta s intercepta a circunferéncia.

Assim sendo, determine a reta tangente a circunferéncia no ponto E.

Questio 2: (UNICAMP 2001)

Considere, no plano xy, asretasy=1,y=2x-5ex-2y+5=0.

a) Quais sdo as coordenadas dos vértices do triangulo ABC formado por essas retas?

b) Qual é a drea do triangulo ABC?

Questio 3: (UNESP - 2009 - Adaptada)

Determine a equacao da circunferéncia com centro no ponto C = (2, 1) e que passa pelo ponto P = (0, 3).

Questio 4: (UNIFESP - 2002 - Adaptada)
A equacdo x2 + y2 + 6x + 4y + 12 = 0, em coordenadas cartesianas, representa uma circunferéncia de raio 1.

Quais as coordenadas de seu centro?

Questio 5: (VASSOURAS - 2004 - Adaptada)

Qual é o valor de a para o qual as retas 6x + ay = 5 e x + 3y = 10 sao perpendiculares?

Aspectos pedagodgicos

Respostas das questdes objetivas sugeridas
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Respostas e comentarios das questoes discursivas sugeridas:

Questao 1:
A reta tangente a circunferéncia no ponto E deve ser perpendicular a reta que passa pelo centro O e pelo ponto
E (raio perpendicular a reta tangente no ponto de tangéncia). Sendo assim, a equacado da reta tangente sera dada por

Xx+2y-5=0.

Questio 2:

a. Para encontrar as coordenadas dos vértices é preciso determinar o0s  pon-
tos onde essas retas se interceptam duas a duas. Esses pontos sdao A = (3,1);
B=(-3,1eC=(55).

b. Desenhar o esboco de um plano cartesiano com esses trés pontos pode ajudar a verificar que, tomando
AB como base e sabendo que, por AB ser paralela ao eixo dos x, a altura relativa a essa base do tridngulo

é a distancia do ponto Caretay = 1, a area do triangulo ABC sera igual a 12 u. a.

Questao 3:
A equacdo da circunferéncia com centro no ponto C = (2, 1) e que passa pelo ponto
P=(0,3)éiguala(x-2)2+(y-1)2=8.

Questio 4:

Completando quadrados e reescrevendo a equacao da circunferéncia, temos:

(x+3)2 + (y + 2)2 = 1. Logo as coordenadas de seu centro serao: (-3, -2).

Questio 5:

Escrevendo as equacdes das retas em suas foras reduzidas, temos:

5 1 10
y= —X+ —ey= —— X+ —.
a a 3 3
Para que essas retas sejam pegaendjlculares entre si é necessario que seu coeficientes angulares, quando mul-
tiplicados, resultem em -1. Assim, — . —— =-1.Logoa=-2.
a
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Folha de atividades

Nome da escola:

Nome do aluno:

Momento de Reflexao:
Neste momento, propomos que vocé retome as discussoes feitas na unidade 10 e registre as aprendizagens ma-

tematicas adquiridas com o estudo desta unidade. Para ajuda-lo nos seus registros, tente responder as questdes a seguir:

Questio 1: Qual foi o contedido matematico estudado nessa unidade?

Questao 2: Cite alguma situacdo do cotidiano que envolve os conhecimentos aqui estudados.

Questao 3:
O gréfico ao lado mostra o resultado de uma experiéncia relativa a absorcao de potassio pelo tecido da folha

de um certo vegetal, em funcdo do tempo e em condicdes diferentes de luminosidade.

Nos dois casos, a funcdo linear y = mx ajustou-se razoavelmente bem aos dados, dai a referéncia a m como a

taxa de absorcao (geralmente medida em m moles por unidade de peso por hora).

a. Sabemos que o grafico de uma funcéo linear corresponde a uma reta e que, em sua representacao algé-
brica reduzida, o coeficiente angular se relaciona com a inclinagcdo dessa reta em relacdo ao eixo dos x.
Expresse essa relacdo sendo m o valor do coeficiente angular e g o angulo formado entre a reta e o eixo
dos x.

b. Com base no grafico anterior, se m, ¢é ataxa de absorcdo no claro e m, a taxa de absorcao no escuro,
qual a relacdo entre essas duas taxas? Justifique.
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Questio 4:(FGV - 2008)

Dadaaequacgdo x2 +y2 =14x+ 6y + 6, se p é o maior valor possivel de x, e g é o maior valor possivel de y, entdo,
3p+4qgéiguala

(A) 73 (B)76 (Q) 85 (D) 89 (E) 92

Questio 5: (UNIFESP - 2002)
No tridngulo QPP’do plano cartesiano, temos Q = (a, 0), com a < 0, P = (4, 2) e P’ 0 simétrico de P em relacdo ao
eixo x. Sabendo que a area desse triangulo é 16, o valor de a é:

(A) -5 (B) -4 @-3 (D) -2 (E) -1.

Gabarito da folha de atividades - Registros de Aprendizagem

Questao 1: Aprendemos um pouco mais sobre Geometria Analitica, destacando a identificacio de retas para-
lelas e retas perpendiculares a partir de suas equacgodes, aprendemos a calcular as coordenadas do ponto de interse-
¢ao entre retas e a determinar a equacgdo da circunferéncia na sua forma reduzida, dados o seu centro e o seu raio.

Também conhecemos as conicas.

Questao 2: No nosso dia a dia, existem varias situacées em que utilizamos a geometria analitica sem perce-
ber. Por exemplo, ao utilizarmos um aparelho GPS, estamos fazendo proveito da divisdo do globo terrestre em um
sistema de coordenadas. Além disso, sua posicao exata é um par ordenado. Também encontramos aplicacbes em
varios ramos do conhecimento: medicina, robdtica, aeronautica, etc. A geometria analitica também é muito usada
para construir jogos, € o principio da Computacdo grafica e serve também para projetar simulacdes para dreas de
Engenharia.

Questdo 3: aym=tgHb

b) m1 > m2, pois a inclinacao da reta que representa a taxa de absor¢ao no claro é maior que a inclinacao da

reta que representa a taxa de absor¢ao no escuro.

Questio 4: LetraD

Questiao 5: Letra B
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Avaliacao

Tipos de Titulo da Material . X Divisao da Tempo
. . .. Descricao Sucinta k
Atividades Atividade Necessario Turma Estimado

Exercicios _
Copia da folha )
{ Complemen- . - Duplas ou trios. -
de atividades.
tares

Aspectos operacionais

Peca que os seus alunos organizem-se em duplas ou em trios, mas procure distribuir uma folha de atividades

para cada aluno para que todos possam ficar com uma cépia do material tornando-o mais uma fonte de consulta.

Escolha previamente os exercicios que se adéquam melhor a realidade de sua turma e a abordagem escolhida
para apresentacao dos conceitos introduzidos nesta unidade. Depois que os alunos concluirem o conjunto de exer-
cicios escolhido por vocé, procure discutir as solu¢des apresentadas, valorizando cada estratégia mesmo que ela ndo

tenha conduzido a uma resposta verdadeira.

Procure incentivar os alunos a executar tais exercicios sem a sua intervencao. Isso pode favorecer o desenvol-

vimento da autonomia dos alunos no que diz respeito a habilidade de resolver problemas.

Aspectos pedagodgicos

A seguir, apresentamos alguns exercicios que podem auxiliar vocé, professor, na fixacdo de algumas nogoes
importantes, trabalhadas ao longo dessa unidade. Com esses exercicios vocé podera trabalhara localizacdo de pontos
no plano e suas coordenadas, a identificacéo de retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacgdes, o
calculo das coordenadas do ponto de intersecao entre retas e a determinacdo da equacao da circunferéncia na forma

reduzida, dados o centro e o raio.

Esses exercicios foram dispostos em uma folha de atividades, que podera ser aplicada de forma fracionada
ao término de cada secdo do material do aluno ou de uma sé vez, no momento reservado para a consolidacdo dos

conteudos trabalhados.

Nao é necesséria a aplicacao da totalidade dos exercicios. Apenas selecione para a aplicagcdo os exercicios que
julgar mais adequados ao ritmo de aprendizagem e as caracteristicas particulares de sua turma. Vocé também podera

encontrar as solugdes desses exercicios em um arquivo no Grid de aula de seu Pendrive / DVD.
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Folha de atividades - Exercicios de fixacao complementares

Nome da escola:

Nome do aluno:

Questao 1: Em um restaurante ha 12 mesas, todas ocupadas. Algumas, por 4 pessoas; outras, por apenas 2
pessoas, num total de 38 fregueses. O nimero de mesas ocupadas por apenas 2 pessoas é:
(A) 4 (B)5 Qe (D)7

Questao 2: O diretor de uma empresa, o Dr. Antonio, convocou todos os seus funcionarios para uma reuniao.
Com a chegada do Dr. Antonio a sala de reunides, o nimero de homens presentes na sala ficou quatro vezes maior
que o numero de mulheres também presentes na sala. Se o Dr. Antonio nédo fosse a reunido e enviasse sua secreta-
ria, o nimero de mulheres ficaria a terca parte do nimero de homens. A quantidade de pessoas, presentes na sala,
aguardando o Dr. Antonio é:

(A) 14 (B) 15 (©)18 (D) 19 (E) 20

Questao 3: A empresa Brinque Muito realizou uma grande doacéo de brinquedos para um orfanato. Essa doacéo
compreendeu 535 brinquedos, entre bolas e bonecas, 370 brinquedos entre bonecas e carrinhos, e o total da doacéo
entre bolas e carrinhos foi de 455 brinquedos. E possivel afirmar que, para realizar a doacio, a empresa produziu:

(A) 320 bolas (B) 145 carrinhos (C) 235 bonecas (D) 780 brinquedos  (E) 1350 brinquedos

Questao 4: Dois casais foram a um barzinho. O primeiro pagou RS 5,40 por 2 latas de refrigerante e umaporcao

de batatas fritas. O segundo pagou R$ 9,60 por 3 latas de refrigerante e 2 por¢des de batatas fritas. Nesse local e

nesse dia, a diferenca entre o preco de uma porcao de batas fritas e o preco de uma lata de refrigerante era de:
(A)RS 1,40 (B) R$ 1,60 (CO)RSR$ 1,80 (D)RS$ 2,00 (E)R$ 2,20

Questao 5: Um pacote tem 48 balas: algumas de hortelé e as demais de laranja. Se a terca parte do dobro do
numero de balas de horteld excede a metade do de laranjas em 4 unidades, entdo nesse pacote ha:

(A) igual nimero de balas dos dois tipos

(B) duas balas de hortela a mais que de laranja
(C) 20 balas de hortela

(D) 26 balas de laranja

(E) duas balas de laranja a mais que de hortela

Questao 6: ITA -2007
Considere  no plano cartesiano xy o tridangulo delimitado pelas retas 2x = vy,

x =2y ex=-2y+ 10.A area desse triangulo mede:
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(A) 15/2
(B) 13/4
Q) 11/6
(D) 9/4

(B)7/2

Questdo 7: ENEM 1999

José e Antonio viajardo em seus carros com as respectivas familias para a cidade de Serra Branca. Com a inten-
cao de seguir viagem juntos, combinam um encontro no marco inicial da rodovia, onde chegarao, de modo indepen-
dente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. Entretanto, como ndo querem ficar muito tempo esperando um pelo outro,
combinam que o primeiro que chegar ao marco inicial esperara pelo outro, no maximo, meia hora; apés esse tempo,

seguira viagem sozinho.

Chamando de x o horério de chegada de José e de y o horério de chegada de Antonio, e representando os
pares (x,y) em um sistema de eixos cartesianos, a regido OPQR ao lado indicada corresponde ao conjunto de todas as

possibilidades para o par (x,y):

A Chegada de Antoénio

197 $
(13h)
o R Chegada de José
—’ L 4 »
0 1
(12h) (13h)

Na regido indicada, o conjunto de pontos que representa o evento “José e Antdnio chegam ao marco inicial

exatamente no mesmo horario” corresponde
(A) a diagonal OQ.
(B) a diagonal PR.
(C) ao lado PQ.
(D) ao lado QR.

(E) ao lado OR
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Respostas - Folha de Atividades - “Exercicios de Fixacao Complementares "
1.B

2.D
3.B
4.C
5.A
6.

O triangulo delimitado pelas retas r: 2x =y, s: x = 2y e t: x = -2y + 10 dadas, pode ser observado a partir do
gréfico a sequir:

Sendo A = (0, 0) o ponto de intersecdo entre as retas r e s, B=(2,4) o ponto de intersecao entre asretasrete C
= (5, =) o ponto de intersecao entre as retas s e t (para verificar as coordenadas destes pontos, basta determinar os
vanre% de x e y que verificam as equag¢des duas a duas).

1

Escrevendo as equagdes das retas r, s e t em suas formas reduzidas, temos: r:y =2x, s:y = —xetiy= ——x+
5. Note que os coeficientes angulares das retas r e t, quando multiplicados um pelo outro, resultam em -1. Logo €ssas

retas sdo perpendiculares. Sendo assim, podemos tomar BC como base e AB como altura do tridngulo ABC e, desta

) A . X
forma, a 4rea desse triangulo serd iguala —B<~ “AB  Como:

2

5 2
dBC:\/(XC_XB)Z_F()/C_yB)2 = dyc = (5_2)2+(E_4) =

/ 9 /45 3
:>dBC = 9+Z:>dAB = T:E\/g
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dAB :\/(XB _XA)2 +(yB _yA)2 :>dAB :\/(2_0)2 +(4—O)2 el
—=d, =J4+16 =d,, =20 =25

=———=—.letraA.
2 2 2 2 p)

Temos:

3
dye Xy Q\Exz*/g_:&ﬁx/g_s@ 3x5 15
2

7.

O evento “José e Anténio chegam ao marco inicial exatamente no mesmo horario” corresponde ao lugar geo-
métrico dos pontos tais que y = x. Sendo 1 o coeficiente angular dessa reta, sabemos que a tangente do angulo que
essa reta forma com o eixo x é igual a 1 também. Logo o angulo formado pela reta e o eixo dos x é igual a 45°. Sendo
OPQRum quadrado (lados opostos iguais, lados adjacentes perpendiculares), sua diagonal OQ forma um angulo de
45° com o lado OR, que estd sobre o eixo x. Logo sua diagonal esté sobre a reta y = x. Assim, o conjunto de pontos que
representa o evento “José e Antdnio chegam ao marco inicial exatamente no mesmo horario” corresponde a diagonal
OQ. Letra A.
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